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写在前面的话

这份笔记是基于二零二零年春季加州大学伯克利分校开设的“Theory of Functions

of a Complex Variable”（MATH 205）这门课程中 Dan-Virgil Voiculescu 教授的部分讲

稿和笔者的笔记完成的. 课程内容主要参考了 Stein[1] 和 Ahlfors[2] 的复分析教材, 难度

介于本科生和研究生复分析课程之间,要求学生具有一定分析、拓扑和代数基础.

笔记的主要内容大致分为“几何”和“级数”两个部分. 几何部分包括正规族、黎曼映

照定理的证明和应用、（弧边）多边形的共形映射等内容；级数部分包括Mittag-Leffler

定理与Weierstrass定理、Γ函数、黎曼 ζ函数、Θ函数和Weierstrass ℘ -函数等内容. 笔

记中的许多证明和插图借鉴了 [1]、[2]和 [4]书中的内容.

笔记也不只限于这两部分, Dan-Virgil Voiculescu 教授也提及了许多复变函数与其

他数学领域的联系,如模函数、黎曼 ζ函数与数论, Θ 函数与偏微分方程,与组合数学等

的联系. 笔者补充了教授讲稿中的细节,增添了不少新的内容,使之更加翔实.

笔记给出了习题提示. 笔者之所以只给出提示,是希望读者在独立思考中有所收获.

正如数学家 John M. Lee 所说：“如果提供完整的习题解答, 即使是最认真的学生, 也难

以在遇到困难时抵挡翻阅答案的诱惑. 但正是在绝望与挣扎的边缘时的学习最为有效,

我们不断尝试突破困境,终在错综复杂中辟开一条道路。”

笔者尝试着把它写成一本有人情味儿的笔记, 而不是一味严肃地搭建理论的砖块.

复变函数的海洋里有无穷无尽的多姿多彩的贝壳, 这本小小的笔记也仅是海边拾贝, 希

望读者能感受到它们的美丽和丰富, 更希望读者能体会到贝壳后面的大海是那么广袤,

那么深邃.

衷心希望读者能有所收获.

笔者 梁浩然

二零二零年四月二十日
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单复变函数课程笔记

第 1章

几何部分

在复分析这门课程中, 我们已经接触过著名的黎曼映照定理 (Riemann Mapping

Theorem), 对共形映射有所体会. 而这本笔记的几何部分正是围绕着它的证明和应用展

开的. 我们将介绍德国数学家 Paul Koebe对黎曼映照定理的简洁证明（第1.6小节）. 在

此之前,我们首先做些准备工作,大致包括：Schwarz引理、正规族、连通性、分式线性

变换等,即第1.1-1.5小节.

第1.7-1.9小节, 我们将介绍有关多边形的共形映射的一些结果, 包括 Schwarz-

Christoffel 定理、椭圆积分等, 并通过引入 Schwarz 导数简单介绍弧边多边形的共形映

射, 这将自然把我们引入模函数及其应用上, 即第1.10小节. 最后, 我们还将在第1.11小节

谈谈双曲几何的单位圆盘模型与上半平面模型.

由于第1.1和1.2小节的内容比较基础, 这里将略去大部分证明. 它们只是开胃菜, 盛

宴在后面更精彩的部分.

1.1 从 Cauchy定理谈起

我们的旅程,将从大家熟悉的 Cauchy定理开始.

定理 1.1.1 (圆盘上的 Cauchy定理) 若 f 在某个圆盘内解析, 那么∫
γ

f (z) dz = 0. (1-1)

其中, γ 是在该圆盘内的任意闭曲线.

复分析课程已介绍过其证明, 故不再赘述（详见 [1], 第二章第 1-4 节）. 它的大致

想法是先证明 Goursat 定理, 即 γ 为圆盘内部三角形闭曲线的特殊情况. 根据该定理导

出解析函数局部存在原函数的性质,从而证明 Cauchy定理. Cauchy定理有许多推广,如

在1.4小节我们将把它推广到单连通区域上. 大数学家 John B. Conway 的书 [4]、[12] 对

此娓娓道来,讲述了不同版本的 Cauchy定理,非常有趣.

我们自然会问, 若函数 f 满足 (1-1) 式, 那么它是不是解析的呢？实际上, Morera 定

理给出了肯定的答案 (证明见 [1]第二章第 5节）.
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几何部分

定理 1.1.2 (Morera定理) 若在开圆盘 D 内连续的函数 f 满足：对任意包含于 D 内

的三角形闭曲线 T 有 ∫
T

f (z) dz = 0,

那么 f 在 D 内解析.

另外,由 Cauchy定理可以立即推出 Cauchy积分公式：

定理 1.1.3 (Cauchy积分公式) 设 f 在一个包含圆盘 D 的闭包的开集内解析. 记该圆

盘的边界为圆 C (定向为正), 那么对任意 z ∈ D, 有

f (z) =
1

2πi

∫
C

f (ζ)
ζ − z

dζ. (1-2)

它的证明并不困难, 选择合适的积分围道即可. 这种手法在复分析中经常使用（不

熟悉的同学请查阅 [1]第二章第 4节）.

此外,有如下推论：

推论 1.1.4 若 f 在开集 Ω 内解析, 那么 f 在 Ω 内无穷阶复可导. 另外, 若圆 C ⊂ Ω 的

内部（记为 C0）也包含在 Ω 内, 那么对任意 z ∈ C0, 有

f (n)(z) =
n!
2πi

∫
C

f (ζ)
(ζ − z)n+1

dζ.

证明: 对 n 归纳. n = 0的情形即定理1.1.3. 假设 f 有直到 n − 1阶复导数,且

f (n−1)(z) =
(n − 1)!

2πi

∫
C

f (ζ)
(ζ − z)n dζ.

对充分小的 h,有

f (n−1)(z + h)− f (n−1)(z)
h

=
(n − 1)!

2πi

∫
C

f (ζ)
1

h

[
1

(ζ − z − h)n − 1

(ζ − z)n

]
dζ.

记 A = 1/(ζ − z − h), B = 1/(ζ − z)则上式中括号内的部分即

h
(ζ − z − h)(ζ − z)

[An−1 + An−2B + · · ·+ ABn−2 + Bn−1].

注意到 h 充分小,令 h 趋于 0取极限即得：

f (n)(z) =
(n − 1)!

2πi

∫
C

f (ζ)
[

1

(ζ − z)2

]
n

(ζ − z)n−1
dζ =

n!
2πi

∫
C

f (ζ)
(ζ − z)n+1

dζ.

□

注 1.1.5 这里给出几个注记.

(1) 上述定理中的圆 C 若改为“分段光滑闭曲线”结论依然成立.
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单复变函数课程笔记

(2) 可以得到对上述 f 的一些估计. 若以 z0 为中心, 半径为 R 的圆盘 D 的闭包（记为

D）包含于 Ω 内, 那么

|f (n)(z0)| ≤
n!||f ||D̄

Rn ,

其中 ||f ||A = sup
z∈A

|f (z)|.

(3) 实际上, 用类似的办法可以证明：若 φ(ζ) 在连续闭曲线 γ 上连续, 那么函数

Fn(z) =
∫
γ

φ(ζ)dζ
(ζ − z)n (1-3)

在所有由 γ 决定的区域内解析, 并且其导数满足 F′
n(z) = nFn+1(z).（习题 1.）

1.2 最大模原理和 Schwarz引理

这一小节我们回顾有关最大模原理（Maximum Modulus Principle）和 Schwarz 引

理的相关知识. 简言之, Schwarz 引理可以利用最大模原理得到, 而最大模原理则是开映

射定理的直接推论, 开映射定理又可以用 Rouché 定理得到 (见 [1], 第三章第 4 节). 我们

只做简要回顾.

这里采取 Ahlfors书 [2]中对最大模原理的表述.

定理 1.2.1 (最大模原理) 若 f 在区域 Ω 内解析且不为常值函数, 那么 |f (z)| 在 Ω 内

无最大值.

除开映射定理外,最大模原理也可以由 Cauchy积分公式（定理1.1.3）得到. 注意到

|f (z0)| =
∣∣∣∣ 12π

∫ 2π

0

f
(
z0 + reiθ) dθ

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

∣∣f (z0 + reiθ)∣∣ dθ.

即可. 该定理有另一种表述形式,它为证明 Schwarz引理提供方便.

定理 1.2.1′ 若 f 在紧集 K 上连续, 在 K 的内部解析, 那么

sup
z∈K

|f (z)| = sup
z∈∂K

|f (z)|.

下面我们来证明 Schwarz引理.

定理 1.2.2 (Schwarz引理) 若 f : D → D 解析, 且 f (0) = 0, 那么：

(1) |f (z)| ≤ |z|, ∀ z ∈ D, 从而 |f ′(0)| ≤ 1.

(2) 若在一点 z0 6= 0 成立 f (z0) = z0, 或 |f ′(0)| = 1, 那么 f 是一个旋转变换.

证明: 由 f 在 D内解析,将 f 在原点展开

f (z) = a0 + a1z + a2z2 + · · · .
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几何部分

而 f (0) = 0,故 a0 = 0. 因此

g(z) =


f (z)

z
, z 6= 0

f ′(0), z = 0

在 D内解析. 对于 |z| = r < 1,由 |f (z)| ≤ 1,我们有∣∣∣∣ f (z)z

∣∣∣∣ ≤ 1

r
.

由最大模原理（定理1.2.1）,上式对任意 |z| ≤ r 成立. 令 r → 1− 取极限即得 (1).

对 (2),由条件和最大模原理立即得 g 是模为 1的常值函数,从而 f 是旋转变换. □

值得注意的是, 上述引理要求 f (0) = 0, 这个条件并不是本质的, 也就是说原点并没

有那么特殊. 我们将在第1.5小节利用单位圆盘的自同构来讨论这个问题, 并得到更一般

的结论.

1.3 正规族

这一小节主要讨论定义在开集上函数族的性质,包括紧集上的一致收敛、一致有界

和列紧性. 若不加说明, 本节中 Ω ⊂ C 表示开集, K ⋐ Ω 表示 K 是 Ω 的紧子集. 另外, 记

||f ||K = supz∈K |f (z)|, 即 f 在 K 上的无穷范数. （关于范数的讨论, 不熟悉的同学可以查

阅 [3]第一章第四节.）

首先我们给出紧集上一致收敛和正规族的定义：

定义 1.3.1 (紧集上的一致收敛) 设 {fn} 是定义在 Ω 上的函数列, 若存在定义在 Ω 上

的函数 f , 使得对任意 K ⋐ Ω, 有

lim
n→∞

sup
z∈K

|fn(z)− f (z)| = 0 (1-4)

则称 {fn} 在 Ω 的紧子集上一致收敛到 f . 记为 fn
Ω↠ f .

定义 1.3.2 (正规族) 设定义在开集 Ω 上的函数族 F , 若任意函数列 {fn} ⊂ F , 存在

其子列 {fnk} 和函数 f（其中 f 未必在 F 内！）, 使得 fnk

Ω↠ f , 那么称 F 是正规族.

注 1.3.3 紧集上一致收敛的等价定义：对上述 {fn} 和 g, 若对 Ω 的紧子集列 (Km),

m ≥ 1 且 ∪m≥1Km = Ω 有 (1-4) 成立, 则 {fn} 在紧（子）集上一致收敛到 g. 若对任意

m ≥ 1 还有 Km ⊂ K0
m+1, 则称该紧子集列为 Ω 的一个穷竭（Exhaustion）.

穷竭是否存在呢？下述命题给出了肯定的答案.

命题 1.3.4 对任何复平面中的开集 Ω, 它的穷竭一定存在.
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单复变函数课程笔记

证明: 若 Ω有界,令 Kl = {z ∈ Ω | d(z, ∂Ω) ≥ 1/ l }则 {Kl}就是 Ω的一个穷竭.

若 Ω无界,令 Kl = {z ∈ Ω | d(z, ∂Ω) ≥ 1/l且|z| ≤ l}即可. □

紧集上的一致收敛有什么好处呢？我们接下来慢慢体会.

定理 1.3.5 若对定义在 Ω 上的解析函数列 {fn}, 存在定义在 Ω 上的函数 f 使得

fn
Ω↠ f , 那么 f 在 Ω 内解析.

证明: （法一）由 fn
Ω↠ f ,对任意含于 Ω内对三角形闭曲线 T,有：

0 =

∫
T

fn(z) dz →
∫

T
f (z) dz.

因此 ∫
T

f (z) dz = 0.

由 Morera定理（定理1.1.2）立即得 f 在 Ω内解析.

（法二）这里再给出一种利用 Cauchy积分公式证明上述定理的办法.

任取 ζ0 ∈ Ω,对某个 R > 0,有 {z | |z − ζ0| ≤ R} ⊂ Ω. 于是对 |ω − ζ0| ≤ R/2,有∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|z−ζ0|=R

fn(z)
z − ω

dz − 1

2πi

∫
|z−ζ0|=R

f (z)
z − ω

dz
∣∣∣∣

=
1

2π

∣∣∣∣∫
|z−ζ0|=R

fn(z)− f (z)
z − ω

dz
∣∣∣∣

≤ 1

2π

2

R
sup

|z−ζ0|=R
|fn(z)− f (z)|2πR → 0,当n → ∞.

因此,

lim
n→∞

∣∣∣∣fn(ω)− 1

2πi

∫
|z−ζ0|=R

f (z)
z − ω

dz
∣∣∣∣ = 0.

即：

f (ω) =
1

2πi

∫
|z−ζ0|=R

f (z)
z − ω

dz.

再由注1.1.5（3）及 ζ, ω 的任意性,得 f 在 Ω内解析. □

注 1.3.6 该定理的条件还可以弱化. 设 Ωn, n ∈ N+ 和 Ω 分别是复平面中的区域, 且

任意 z ∈ Ω, 存在 nz ∈ N+, 使得 z ∈ Ωn 对所有 n ≥ nz 都成立. 则有如下定理（它来自

Weierstrass）：

设 {fn(z)} 为函数列, 满足：fn(z) 在区域 Ωn 上解析, 且 fn
Ω↠ f , 那么 f 在 Ω 上解析.

用类似的办法, 我们还可以得到：对任意 m ∈ N+, f (m)
n

Ω↠ f (m).（习题 2.）

由此可以得到如下令人惊奇的结果：

6
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定理 1.3.7 (Hurwitz定理) 设定义在 Ω 上的解析函数列 fn 恒不为 0. 若 fn
Ω↠ f , 那么

f ≡ 0 或者 f 在 Ω 上恒不为 0.

证明: 由定理1.3.5知 f 在 Ω 上解析, 从而其零点是孤立的. （不熟悉这一结论的同

学可以查阅 [1] 第二章第 4 节）. 不妨设 f 有零点 z0 且不恒为 0, 那么存在 R > 0, 使得

f (z) 6= 0, ∀ z ∈ {z | 0 < |z − z0| ≤ R}且 inf|z−z0|=R |f (z)| = δ > 0.

由 ||fn − f |||z−z0|=R → 0及 inf|z−z0|=R |f (z)| = δ > 0,得：当 n → ∞时∣∣∣∣∣∣∣∣ 1fn − 1

f

∣∣∣∣∣∣∣∣
|z−z0|=R

→ 0.

记 Γ = {z ∈ C| |z − z0| = R},则由注1.3.6,得：当 n → ∞时, ||f ′n − f ′||Γ → 0.

再由 inf|z−z0|=R |f (z)| = δ > 0,当 n → ∞时,有∣∣∣∣∣∣∣∣ f ′nfn − f ′

f

∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ

→ 0.

因此,

1

2πi

∫
Γ

f ′n(z)
fn(z)

dz − 1

2πi

∫
Γ

f ′(z)
f (z)

dz → 0.

由辐角原理立即得 f 在 Γ内没有零点,矛盾！ □

让我们着手考虑这一节的主要结论.

定理 1.3.8 设 F 是一族定义在 Ω 上的解析函数, 则以下两条等价：

(i) 对任意 K ⊂ Ω, 有 sup
f∈F

||f ||K <∞.

(ii) 对任意函数列 {fn} ⊂ F , 存在子列 {fnj} 和函数 f : Ω → C 使得 fnj

Ω↠ f .

在证明它之前,先耐心证明一个引理：

引理 1.3.9 若定义在 Ω 上的函数族 F 满足上述定理中的条件 (i), 那么任给 K ⋐ Ω

和 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得对任意 z, z′ ∈ K 且 |z − z′| < δ 和任意 f ∈ F 有：

|f (z)− f (z′)| < ε.

证明: 对给定的 K ⋐ Ω, 存在 r > 0, 使得 D3r(z) ⊂ Ω, ∀ z ∈ K（这是根据紧集的定

义）. 设 z, w ∈ K 且 |z − w| < r,用 γ 表示圆盘 D2r(w)的边界. 由 Cauchy积分公式（定

理1.1.3）得：

f (z)− f (w) =
1

2πi

∫
γ

f (ζ)
(

1

ζ − z
− 1

ζ − w

)
dζ. (1-5)
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而 ∣∣∣∣ 1

ζ − z
− 1

ζ − w

∣∣∣∣ = |z − w|
|ζ − z||ζ − w|

≤ |z − w|
r2

,

因此

|f (z)− f (w)| ≤ 1

2π

2π2r
r2

M|z − w| = 2M
r
|z − w|.

其中, M 是函数族 F 在与 Ω的紧子集 K 距离不超过 2r 的紧集上的一致上界. 因此结论

得证. □

我们现在证明定理1.3.8.

证明: 难点在于 (i)⇒(ii),先证另一部分.

(ii)⇒(i)反证法. 若 (i)不成立,那么存在函数列 {fn} ⊂ F 和 Ω的紧子集 K0,使得当

n → ∞时,

||fn||K0 → ∞.

由 (ii), 存在 {fn} 的子列 {fnj} 和函数 f : Ω → C 使得 ||fnj − f ||K0 → 0.注意到对 {fnj}, 上
式依然成立. 但 ||fnj||K0 ≤ ||fnj − f ||K0 + ||f ||K0 有界,矛盾！

(i)⇒(ii) (Montel定理)同往常一样,设 {fn}是 F 中的函数列, K ⋐ Ω. 取 Ω上的一列

可数的稠密点集 {wj}∞j=1.

由 {fn}一致有界知：存在其子列 {fn, 1} = {f1, 1, . . . , fn, 1, . . . },使得 {fn, 1(w1)}收敛.

对于函数列 {fn, 1}, 同理我们可以取出子列 {fn, 2}, 使得 {fn, 2(w2)} 收敛. 重复此步骤, 得

一系列函数列 {fn, k−1}的子列 {fn, k},使得 {fn, k(wk)}收敛. （k = 1, 2 . . .）

令 gn = fn,n（对角子列）,则 gn 在所有 wj 上收敛. 由引理1.3.9知对任意 ε > 0,存在

δ > 0, 使得对任意 z, z′ 满足 |z − z′| < δ 和任意 f ∈ F , 有 |f (z)− f (z′)| < ε.从而对任意

z ∈ K,由 {wj}的稠密性,得存在 k ∈ N+,使得 |z − wk| < δ. 于是对充分大的 n,m 有：

|gn(z)− gm(z)| ≤ |gn(z)− gn(wk)|+ |gn(wk)− gm(wk)|+ |gm(wk)− gm(z)|

≤ 3ε.

从而 gn 在 K 上收敛,记收敛到函数 g.

实际上, 该收敛是一致的. 因为 K ⊂ ∪z∈KB(z, δ), 再由 K 紧, 得：存在有限个

z1, . . . , zk,使得 K ⊂ ∪1≤i≤kB(zk, δ). 于是对任意 z ∈ K,

|g(z)− gn(z)| = lim
m→∞

|gm(z)− gn(z)|

≤ lim
m→∞

(|gm(z)− gm(zk)|+ |gm(zk)− gn(zk)|+ |gn(zk)− gn(z)|)

≤ ε+ lim
m→∞

|gm(zk)− gn(zk)|+ ε

8
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= 2ε+ |g(zk)− gn(zk)| (∗)

而对每个 zk,存在 Nk ∈ N+,使得当 n > Nk 时, |gn(zk)− g(zk)| < ε. 故取 N = max1≤i≤k Ni,

则 (∗) ≤ 3ε. 由此, gn 在 K 上一致收敛到 g,于是 g 解析.

最后,我们故技重施,再取一次对角子列. 设 {Kn}是 Ω的一个穷竭,取上述 K = K1,

记 {fn} 的子列 {gn, 1} 在 K1 上一致收敛到 g. 从函数列 {gn, 1} 中提取子列 {gn, 2} 在 K2

上一致收敛到 g̃. （g̃|K1 = g, 简洁起见把 g̃ 仍记做 g）. 重复此步骤. 同理, 得 fn 的子列

{gn, n}在 Ω的紧子集上一致收敛（注1.3.3）. □

注 1.3.10 这里给出几个注记.

(1) 对满足引理1.3.9中结论的函数族 F 称其等度连续（Equi-continuous）；对满足上

述定理中条件 (i) 的函数族 F 称其在紧子集上一致有界；对满足条件 (ii) 的函数

族 F , 称其列紧.

(2) 选取对角子列的技巧, 在后续分析课程（如泛函分析）学习过程中会经常遇到, 请

同学们仔细体会！

实际上,上述定理中的 (i)⇒(ii)可以由泛函分析中的 Arzela-Ascoli定理（见 [3]第一

章第 3节）直接得到,即：定义在紧致度量空间 M 上的连续函数族 F 列紧等价于其等

度连续且一致有界. 由引理1.3.9我们看到：对紧集上的解析函数族而言, 一致有界包含

了等度连续. （关于度量空间和解析函数空间的讨论, 可以查阅 Conway 书 [4] 中第七

章.）

但从拓扑向量空间的观点看（感兴趣的同学请查阅 [13]前两章）,正规族的定义就

显得没那么必要了.

设拓扑空间 (X, τ)中子集 A 满足：对任意点列 {xn} ⊂ A,存在 {xn}的子列 {xnk}及
x0 ∈ X, 使得当 k → ∞ 时, 有 xnk → x0, 那么称 A 是列紧的. 值得注意的是, 在 Bogachev

书 [13] 中列紧集要求上述 x0 ∈ A, 这里所说的列紧集则相当于该书中的预列紧集, 即 A

（A 的闭包）是列紧集的子集.

记定义在开集 Ω上的解析函数全体构成的集合为 H(Ω). 对任意 K ⋐ Ω,定义

PK : H(Ω) → R+ ∪ {0}, f 7→ ||f ||K.

则 Pk 是一族半范数,且这一族半范数定义了 H(Ω)上的一种拓扑 τ̃ ,使得函数

H(Ω)× H(Ω) → H(Ω) C× H(Ω) → H(Ω)

(f , g) 7→ f + g (k, f ) 7→ kf

都是连续的（我们称满足这个条件的空间为拓扑向量空间）. 在 (H(Ω), τ̃) 上, 函数列

fn 收敛到 f 就等价于本节中的 fn
Ω↠ f ,从而正规族就相当于这个拓扑下的列紧集.
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1.4 单连通和黎曼球面

这一小节我们将介绍黎曼球面和三种定义的单连通性之间的联系, 希望使大家对

单连通性有更清晰的认识, 也为黎曼映照定理做铺垫. 若不加说明, 这一小节中 Ω 均表

示区域（连通开集）.

扩充复平面（复数）即添加了无穷远点∞的复平面（复数）,记为 C∗ = C∪ {∞}.
为什么无穷远点只有一个呢？实际上, 我们考虑的是一点紧致化. 我们知道, 利用球极

投影可以构造球面 S2 去掉一点与欧氏平面 R2 的同胚, 而 Cn ∼= R2n, 这样一来扩充复平

面就可以看作 S2,也就是所谓的黎曼球面.

对于扩充复数,规定如下运算：对任意 z ∈ C, z +∞ = ∞, z/∞ = 0.若 z 6= 0,规定：

z · ∞ = ∞, z/0 = ∞.另外, ∞ ·∞ = ∞, ∞/0 = ∞ 但 ∞±∞, 0/0 和 0 · ∞ 没有定义.

注意,扩充复数不构成域,因为∞没有乘法逆.

值得注意的是, 在黎曼球面上看, 有理函数 f (z) = g(z)/h(z)（其中 g(z) 和 h(z) 是关

于 z 的多项式）都是连续的. 若把黎曼球面当作复流形, 实际上这些函数是黎曼球面到

自身的解析函数. 可以证明,黎曼球面上的解析自同构有且只有分式线性变换：

f (ζ) =
aζ + b
cζ + d

(1-6)

其中 a, b, c, d ∈ C且 ad − bc 6= 0. 即分式线性变换对应的矩阵

a b

c d

 ∈ GL(2, C).

在拓扑学中,我们已经接触过流形（Manifold）这个概念. n 维（拓扑）流形即局部

同胚于欧氏空间 Rn 的 Hausdorff 空间. 微分流形即是具有微分结构的流形. 这个微分

结构就是一系列坐标卡（即开集和对应的坐标函数）,使得：局部来看每个坐标卡都相

当于 Rn 中的开集, 且坐标卡之间“相容”（即坐标卡之间的坐标变换满足一定可微性质,

如 Cr或C∞）, 共同把流形完整地拼接起来. 复流形则是具有复结构的微分流形, 我们要

求坐标卡之间的坐标变换是解析的.

关于复流形的讨论可以查阅 [12] 第九章. 这里, 我们只谈黎曼球面. 黎曼球面上定

义两个坐标卡 (U1,= C, f1(z) = z) 和 (U2 = C∗ \ {0}, f2(z) = 1/z),因为坐标变换是解析

的, 所以它构成一个一维复流形. 从拓扑角度讲, 黎曼球面是复平面的一点紧致化. 但不

仅如此,它还具有复结构,使球面上每点附近有一个与复平面共形等价的邻域.

另外,黎曼球面也可以定义为复射影直线. 在 C2 \ {(0, 0}上定义等价关系 ∼:

(α, β) ∼ (γ, η) ⇔ ∃λ ∈ C \ {0} s.t.(α, β) = λ(γ, η).

我们将 C2 \ {(0, 0} 在等价关系 ∼ 下的商空间记为 CP1, 用中括号 [α, β] 表示其中的元
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素. 考虑如下映射

p : C2 \ {(0, 0} → C∗, (z1, z2) 7→

z1/z2 if z2 6= 0,

∞ if z2 = 0.
(1-7)

则

p(z1, z2) = p(z′1, z′2) ⇔ (z1, z2) ∼ (z′1, z′2).

实际上,根据商流形定理（见 [7]第二十一章第 1节）,我们有 CP1 ∼= C∗.

N
P

Q
C

图 1.4.1 球极投影

最后, 我们利用球极投影来推导黎曼球面上的度量. 设 z = x + iy ∈ C∗（图中点 Q）

,令 Z = (x1, x2, x3)（图中点 P）为黎曼球面

S = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x21 + x22 + x23 = 1}

上的对应点. 经过 S 上北极点 N = (0, 0, 1) 的和 z 的直线为 tN + (1 − t)z, t ∈ R. 从而,

根据直线与黎曼球面 S 相交时 t 的值我们就可以解出 Z 的坐标. 把直线方程代入 S 的方

程,注意到 t 6= 1,计算得：

t =
|z|2 − 1

|z|2 + 1
.

从而,

x1 =
2x

|z|2 + 1
, x2 =

2y
|z|2 + 1

, x3 =
|z|2 − 1

|z|2 + 1
.

也即

x1 =
z + z

|z|2 + 1
, x2 =

z − z
|z|2 + 1

, x3 =
|z|2 − 1

|z|2 + 1
.

对任意 z, z′ ∈ C∗, 定义两者的距离为它们对应黎曼球面上的点在 R3 中的欧式距

离. 计算得：

d(z, z′) =
2|z − z′|

[(1 + |z|2) (1 + |z′|2)]
1
2

. (1-8)

11
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若 z′ = ∞,则

d(z, ∞) =
2

(1 + |z|2) 1
2

.

(1-8) 式中, 当 z′ ≈ z 时, 将 z − z′ 视作 dz, 上式即 |ds| = 2|dz|
1+|z|2 .用流形的语言写出来,

即为

ds2 =
(

2

1 + |ζ|2

)2

|dζ|2. (1-9)

其局部实坐标的形式为

ds2 =
4

(1 + u2 + v2)2
(
du2 + dv2

)
. (1-10)

这就是说, 在无穷小意义下, 利用球极投影定义的度量和 R3 上的欧氏度量对 R2 到 R3

的映射

F(u, v) =
(

2u
u2 + v2 + 1

,
2v

u2 + v2 + 1
,

u2 + v2 − 1

u2 + v2 + 1

)
的拉回度量（Pullback Metric）（见 [7]第十三章第 1节）是等价的.

让我们把目光移回到连通性上. 我们首先用同伦来定义单连通. （不熟悉同伦的同

学,请查阅 [1]第三章第 5节或 [5]第四章第 1节.）

定义 1.4.1 (单连通) 给定 Ω 内任意两点, 若在 Ω 内任意两条分别以该两点为起、终

点的曲线同伦, 则称 Ω 单连通.

现在,我们可以把 Cauchy定理推广到单连通区域来.

定理 1.4.2 设 f 在开集 Ω 上解析, 连续曲线 γ0, γ1 : [0, 1] → Ω 同伦, 那么∫
γ0

f (z) dz =
∫
γ1

f (z) dz. (1-11)

证明这个定理的关键在于证明如果两条起、终点相同的曲线足够接近,那么 f 在这

两条曲线上的积分相同.

证明: 设连续函数 H(s, t) = γs(t) 为连接 γ0 和 γ1 的一个同伦映射. 记K =

H([0, 1] × [0, 1]), 则 K 紧（连续函数把紧集映成紧集, 想一想为什么？）. 于是存在

ε > 0, 使得 D3ε(z) ⊂ Ω, ∀ z ∈ K. 由紧集上的连续函数一致连续知：存在 δ, 使得对任意

|s1 − s2| < δ 有

sup
t∈[0, 1]

|γs1(t)− γs2(t)| < ε.

固定满足 |s1 − s2| < δ 的 s1 和 s2. 取 K 的开覆盖 ∪z∈KD2ε(z), 则它有有限子覆盖

{D0, D1, . . . , Dn}. 分别取 γs1 和 γs2 上的 (n+1)个点 {z0, z1, . . . , zn}和 {w0, w1, . . . , wn},
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使得

zi, zi+1, wi, wi+1 ∈ Di, i = 0, 1, . . . , n.

不失一般性, 取 z0 = w0 = γ0(0) 和 zn+1 = wn+1 = γ1(1)（这族曲线共同的起、终点）.

在每个圆盘 Di 上, 令 Fi 为解析函数 f 的原函数（不熟悉解析函数原函数存在性的同学

请回顾 [1]第二章第 1节）. 在圆盘 Di 和 Di+1 相交的部分, Fi 和 fi+1 至多相差一个常数,

记为 ci. 因此

Fi+1(zi+1)− Fi+1(wi+1) = Fi(zi+1)− Fi(wi+1), i = 0, 1, . . . , n.

从而 ∫
γs1

f (z) dz −
∫
γs2

f (z) dz =
n∑

i=0

[Fi(zi+1)− Fi(zi)]−
n∑

i=0

[Fi(wi+1)− Fi(wi)]

=

n∑
i=0

Fi(zi+1)− Fi(wi+1)− (Fi(zi)− Fi(wi))

= Fn(zn+1)− Fn(wn+1)− (F0(z0)− F0(w0))

= 0.（根据z0, w0, zn+1, wn+1的定义.）

将区间 [0, 1]分割为长度小于 δ 的区间 [si, si+1],重复上述步骤,即得 (1-11)式. □

由此我们还可以得到：任何在单连通区域上的解析函数都有原函数（因为积分与

路径无关）. 另外,根据单连通性的定义自然推知 Cauchy定理在单连通区域上都成立.

我们再给出两种单连通性的定义.

定义 1.4.3 (（扩充）复平面意义下的单连通) 若 (C∗ \Ω)C \Ω 连通, 则称 Ω 在（扩

充）复平面意义下单连通, 这里简称为（C∗）C 单连通, 记 C \ Ω = Ωc, C∗ \ Ω = (Ωc)∗.

定义 1.4.4 (解析单连通[1]
) 若对任意 Ω 内的闭曲线 γ 和定义在 Ω 上的解析函数 f ,

有 ∫
γ

f (z) dz = 0

则称 Ω 解析单连通.

这三种定义有什么关联呢？实际上,有如下事实：

定理 1.4.5 若 Ω 是 C 中的区域, 则 Ω 单连通等价于其 C∗ 单连通, 也等价于其解析

单连通.

[1]. 这里将 Stein书 [1]中第 231页“holomorphically simply connected”暂译为“解析单连通”.
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证明: 单连通性与 C∗ 连通性等价的证明需要用到 Čech 同调的知识, 已超出了本

笔记的范围,见 [8]. 解析单连通性和单连通性等价的证明在下述讨论中. □

我们将证明

定理 1.4.5′ 如果 Ω 是复平面中的区域, 那么

(i) 解析单连通等价于单连通.

(ii) 若 Ω 有界, 那么 C 单连通等价于单连通, 也等价于对任意 Ω 内的分段光滑闭曲线

γ 和任意 z /∈ Ω, 卷绕数 Wγ(z) = 0.

在证明它之前, 先引入卷绕数（Winding Number）的概念. 如果 γ 是复平面中分段

光滑的闭曲线,点 z 不在 γ 上,那么我们可以通过计算当 ζ 绕 γ 一圈时 ζ − z 辐角的改变

来计算 γ 缠绕点 z 的圈数. 把这种想法严格写下来,即：

定义 1.4.6 (卷绕数) 设 γ 为分段光滑闭曲线. γ 对于点 z /∈ γ 的卷绕数为：

Wγ(z) =
1

2πi

∫
γ

dζ
ζ − z

.

根据定义,自然有下述结果：

引理 1.4.7 设 γ 是复平面中分段光滑的闭曲线, 我们有：

(i) 若 z /∈ γ, 则 Wγ(z) ∈ Z.

(ii) 若 z 和 w 属于 C \ γ 中的同一个开连通分支, 则 Wγ(z) = Wγ(w).

(iii) 如果 z 属于 C \ γ 中的无界连通分支, 那么 Wγ(z) = 0.

证明: 对 (i),设 γ : [0, 1] → C,令

G(t) =
∫ t

0

γ′(s)
γ(s)− z

ds.

那么 G 连续且除至多有限个点外可导,且

G′(t) =
γ′(t)

γ(t)− z
.

于是,除至多有限个点外,函数 H(t) = (γ(t)− z)e−G(t) 的导数为 0. 从而连续函数 H 为常

值函数. 令 t = 0,注意到 γ 闭,得

1 = eG(0) = c(γ(0)− z) = c(γ(1)− z) = eG(1) ⇒ Wγ(z) ∈ Z, 其中c为常数.

对 (ii),注意到 Wγ(z)连续且恒是整数即可.

对 (iii),由 (ii)及 lim|z|→∞ Wγ(z) = 0立即得. □
14
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有了卷绕数的性质,下面我们就来证明定理1.4.5′.

证明:

首先我们证明 (i). 由 Cauchy定理,单连通立即推知解析单连通. 现假设 Ω解析单连

通. 由黎曼映照定理（我们将在1.6小节证明它）知 Ω与单位圆盘共形等价,从而单连通.

对 (ii), 设 Ω 有界. 我们将证明 C 单连通 (1)⇒ 单连通 (2)⇒ 于是对任意 Ω 内的分段

光滑闭曲线 γ 和任意 z /∈ Ω,卷绕数 Wγ(z) = 0 (3)⇒单连通 (2)⇒ C单连通 (1).

(1)⇒(2). 设 γ 是 Ω内的闭曲线, f 是定义 Ω的解析函数. 由 Ω有界知

K = {z ∈ Ω | d(z, Ωc) ≥ ε}

紧,且对充分小的 ε, K 包含 γ. 首先我们证明 C \ K 连通. 若不然,设 Kc = C1 ∪ C2, 其中

C1, C2 是非空不交开集. 令

F1 = C1 ∩ Ωc and F2 = C2 ∩ Ωc

立即得 Ωc = F1 ∪ F2. 由 C1 ∩ C2 = ∅,得 F1 ∩ F2 = ∅.
下证 Fi 是非空闭集, 从而与 Ωc 连通矛盾. 设 {zn} ⊂ F1 收敛到 z ∈ Ωc(闭), 则由 K

的定义知 z ∈ C1∪C2. 若 z ∈ C2,由 C1 和 C2 是不交开集也得矛盾,故 z ∈ C1,从而 z ∈ F.

若 F1 = ∅, 则 C1 ⊂ Ωc. 取 w ∈ C1, 由 w /∈ K, 存在 z ∈ Ωc 使得 |w − z| < ε, 且连接 z 和 w

的线段属于 Kc. 注意到 z ∈ Ω2,这与 Kc 不连通矛盾. 同理知 F2 也是非空闭集,矛盾！因

此 Kc 连通.

由 Runge定理, f 在 K ⊃ γ 上可以由多项式函数一致逼近. 但对任意多项式函数

P(z),有
∫
γ

P(z) dz = 0.取极限即得 ∫
γ

f (z) dz = 0

由 (i),得 Ω单连通.

(2)⇒(3). 若 Ω单连通且 z /∈ Ω,则函数 f (ζ) = 1/(ζ − z)在 Ω内解析. 由 Cauchy定理

立即得 Wγ(z) = 0.

(3)⇒(2). 由 (i), 只需证 Ωc 连通. 若不然, 则 Ωc = F1 ∪ F2, 其中 F1, F2 是非空不交闭

集. 不妨设 F1 有界,则 F1 紧. 设 w ∈ F1. 我们断言：若把复平面分割成均匀的网格（等

正方形）,则存在有限个闭正方形区域 Q = {Q1, . . . ,Qn},使得：

(a) w ∈ Qo
1；

(b) 若 j 6= k,则 Qo
j ∩ Qo

k = ∅；

(c) F⊂ ∪n
j=1 Qj；

(d) ∪n
j=1Qj ∩ F2 = ∅；

(e) ∪n
j=1Qj 的边界含于 Ω内,且由有限条不交的简单闭多边形曲线构成.

15
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P

G0 G1

图 1.4.2 去除“不好”的边界顶点

前四条是简单的, 第五条大意是通过细分正方形网格, 去除“不好”的边界顶点, 使每

个边界顶点成为“好”的,再沿正向（笔记中均以逆时针方向为正向）遍历正方形区域边

界即可得到多边形闭曲线. 我们现在把它仔细写下来.

由 F1紧,F2 闭, 得集合 F1 和 F2 的距离 d > 0. 考虑复平面上的均匀正方形网格 G0

（正方形边长远远小于 d）, 使得 w 落在闭正方形 R1 的中心. 令 R = {R1, R2, . . . , Rm}
为所有与 F1 相交的正方形构成的有限集,那么R满足断言中的 (a)至 (d).

下面考虑 (e). 取 R 中的每个正方形的正向. ∪m
j=1Rj 的边界则等于所有正方形各边

界边（即不包括属于 R中两个相邻正方形的边）之并. 类似地, ∪m
j=1Rj 的边界顶点则是

所有正方形的边界顶点（即不包括属于 R 中两个相邻正方形的边对应的顶点）之并.

如果 ∪m
j=1Rj 的一个边界顶点属于三条或三条以上它的边界边,我们称这个顶点是“不好”

的,例如图中所示的 P 点. 为消除这些“不好”的顶点,我们细分网格 G0（记之为 G1）,把

每个正方形分为九个小正方形, 增添一些小正方形, 使得这些“不好”的顶点不复存在, 如

上图所示.

记 Q = {Q1, Q2, . . . , Qn} 为 R 中正方形包含的所有小正方形和新添加的小正

方形组成的集合, 取 w ∈ Q0
1. 那么, Q 仍满足断言中的 (a) 至 (d). 我们现在证明

Q 也满足 (e). 记 [a1, a2] 是定向为从边界顶点 a1 到 a2 的 ∪n
j=1Qj 的一条边界边, 那

么边界顶点 a2 是另一条边界 [a2, a3] 边的起点. 重复此讨论, 我们得到一列边界边

[a1, a2], [a2, a3], . . . , [an, an+1], . . . . 因为 ∪n
j=1Qj 的边界只包含有限条小正方形的边界

边,所以对某个 n 和 m > n,有 an = am. 取最小的 m,仍记为 m. 如果 n > 1,那么 am 必然

是至少三条边界边的共有顶点, 矛盾！从而 n = 1, 于是边 [a1, a2], [a2, a3], . . . , [am, a1]

构成了一条简单闭多边形曲线. 重复此步骤直至遍历 ∪n
j=1Qj 的边界即可.

根据断言,考虑边界 ∂Qj 的正向,由 w ∈ Q1 知 w /∈ Qj,对 j > 1. 从而

n∑
j=1

1

2πi

∫
∂Qj

dζ
ζ − w

= 1.
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记 γ1, . . . , γM 为上述 (e)中的多边形曲线,则

n∑
j=1

1

2πi

∫
γ j

dζ
ζ − w

= 1.

从而存在 j0,使得 Wγ j0(w) 6= 0. 但 γj0 ⊂ Ω,矛盾！

(2)⇒(1). 若 Ωc 不连通, 由上述证明知存在 γ ⊂ Ω 和 w /∈ Ω 使得 Wγ(w) 6= 0, 从而与

Ω单连通矛盾（因为我们已经证明了 (2)⇔(3)）. □

最后,我们不加证明地提及 Jordan曲线（即简单闭曲线）定理. 感兴趣的同学可以

查阅 [5]第四章第 6节.

定理 1.4.8 (Jordan曲线定理) 设 γ 是 C 上一条 Jordan 曲线, 则 C \ γ 上有两个连通

分支, 它们都以 γ 为边界.

1.5 分式线性变换

这一小节我们将回顾并更深入地讨论分式线性变换的性质,证明推广的 Schwarz引

理. 之后,我们还将简要介绍分式线性变换的几何性质.

考虑群 GL(2, C)在 C2 上的作用：对任意 g =

a b

c d

 ∈ GL(2, C),定义

g

z1

z2

 =

az1 bz2

cz1 dz2

 .

容易验证：对任意 g1, g2 ∈ GL(2, C)和 v ∈ C2,有 g1(g2v) = (g1g2)v；对任意 λ ∈ C,有
g(λv) = λgv. 从而上述定义确实是一个作用. 实际上, 这也诱导了 C∗ 上的映射 Tg. 对任

意 z = p(v), v ∈ C2 \ {(0, 0)}（还记得吗？p 的定义在上小节 (1-7)式.）定义

Tg : C∗ → C∗, Tgp(v) = p(g(v)).

即：

Tgp(v) =
ap(v) + b
cp(v) + d

⇔ Tgz =
az + b
cz + d

.

从而

Tg1Tg2p(v) = Tg1(p(g2(v))) = p(g1g2(v)) = Tg1g2p(v).

因此

(Tg)
−1 = Tg−1 , Tgp(v) = p(v) ⇔ g(v) = λv

17
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其中 λ ∈ C \ {0}.
那么,这与单位圆盘 D有什么关系呢？我们需要 C2 上一个半双线性（sesquilinear）

函数（对第一个变量线性,对第二个变量反线性）< ·, · >. 定义〈
(z1 z2)T, (w1 w2)

T
〉
= z1w1 + z2w2

其中 z = (z1 z2)T, w = (w1 w2)
T ∈ C2. 令 J =

1 0

0 −1

,则 〈Jz, w〉 = z1w1 − z2w2.此时,

p−1(D) =
{

v ∈ C2 \ {0, 0} | 〈Jv, v〉 < 0
}
. (1-12)

我们有如下事实：

定理 1.5.1 设 g ∈ SL(2, C), 则 Tg ∈ Aut(D) ⇔ g∗Jg = J,其中g∗是矩阵g的共轭转置.

证明: 若 Tg ∈ Aut(D),根据习题3.,存在 θ ∈ R和 z0 ∈ D,使得

Tg = eiθ z + z0
1 + z0z

.

即

g =
1√

eiθ (1− |z0|2)

eiθ 0

0 1

 1 z0

z0 1

 .

计算即得 g∗Jg = J.

反之,若 g∗Jg = J,则由 (1-12)得：对任意 ξ ∈ p−1(D),有

〈Jgξ, gξ〉 = 〈g∗Jgξ, ξ〉 = 〈Jξ, ξ〉 < 0 ⇒ Tg(D) ⊂ D.

同理, 由 (g−1)∗Jg−1 = J 得：T−1
g (D) = Tg−1(D) ⊂ D. 因此 Tg : D 7→ D 是双射, 由定义知

Tg, Tg−1 解析,即 Tg ∈ Aut(D). □

注 1.5.2 集合

{g ∈ SL(2, C) | g∗Jg = J} := U(1, 1)

在矩阵乘法下构成一个群. 若记 I2 为 2 阶单位矩阵, 则有同构：

Aut(D) ∼= U(1, 1)/{±I2}.

我们知道,存在从单位圆盘到上半平面的共形映射

φ : D → H := {Imz > 0}, z 7→ z − i
z + i

.

18
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其对应的矩阵为

1 −i

1 i

,记为 f . 那么,从上半平面到自身的解析自同构群即为：

Aut(H) =
{

Tf−1 ◦ Tg ◦ Tf | g ∈ U(1, 1)
}
=
{

Tf−1gf | g∗Jg = J
}
.

令 h = f −1gf , 我们有 (fhf −1)∗Jfhf −1 = J ⇔ h∗(f ∗Jf )h = f ∗Jf . 注意到 f ∗Jf =

0 −1

1 0

,

得 h ∈ SL(2, R). 因此

Aut(H) ∼= SL(2, R)/{±I2}.

其中, I2 为 2阶单位矩阵.

值得注意的是, 这里的同构不完全是把分式线性变换与映射对应的矩阵照搬！例

如, f (z) = 2z ∈ Aut(H),但在同构下它对应的矩阵是

√
2 0

0
√
2
2

 .

现在我们来证明推广的 Schwarz引理.

定理 1.5.3 设 f : D → D 解析, z0 ∈ D, 则∣∣∣∣∣ f (z)− f (z0)

1− f (z0)f (z)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ z − z0
1− z0z

∣∣∣∣ (1-13)

且

|f ′(z0)|
(
1− |z0|2

)
≤ 1− |f (z0)|2. (1-14)

上两式等号成立均当且仅当 f ∈ Aut(D).

证明: 考虑

0
g7→ z0

f7→ f (z0)
h7→ 0.

其中

g(z) =
z + z0
1 + z̄0z

, h(z) =
z − f (z0)

1− f (z0)z
.

从而由 Schwarz引理（定理1.2.2）得：

|w| ≥ |(h ◦ f ◦ g)(w)|

令 w = g−1(z) 即 (1-13) 式, 令 z → z0 取极限即得 (1-14) 式. Schwarz 引理告诉我们, 上两

式等号成立均当且仅当 h ◦ f ◦ g 是旋转变换,故当且仅当 f ∈ Aut(D). □

我们再简要回顾一些分式线性变换的几何性质. 这部分内容主要参考 [9].

19



单复变函数课程笔记

分式线性变换都可以看作平移变换、旋转变换、伸缩变换和反演变换（w = 1/z）

的复合. 因此,这四类分式线性变换共同的几何性质便可以推广到任意分式线性变换上.

有下列事实（不熟悉圆周方程、对称点关系的同学请查阅 [9]第一章第 5、6节）：

定理 1.5.4 分式线性变换把圆周变为圆周.

证明: 只需证反演变换的情形. 给定圆周

Γ : Azz + Bz + Bz + C = 0,

其中 A, C ∈ R, |B|2 − AC > 0. 其在反演变换下的方程为

Γ′ : Cww + Bw + Bw + A = 0,

从而 Γ′ 为圆周. □

推论 1.5.5 若分式线性变换把圆周 Γ1 变为圆周 Γ2, 则它把关于 Γ1 的一对对称点映

为关于 Γ2 的一对对称点.

证明: 注意到关于圆周 Γ1 : Azz + Bz + Bz + C = 0的对称点 z1z2 满足

Az1z2 + Bz1 + Bz2 + C = 0

即可. □

定理 1.5.6 在复平面上给定圆周 Γ1 及其定向表示 (z1, z2, z3) 和圆周 Γ2 及其定向表

示 (w1, w2, w3), 则存在唯一分式线性变换 f (z), 满足

wi = f (zi), i = 1, 2, 3.

证明: 存在性：令

f1 =
(z − z1)(z2 − z3)
(z − z3)(z2 − z1)

,

则分式线性变换 f1 把 z1, z2, z3 分别映到 0, 1, ∞. 同理,令

f2 =
(z − w1)(w2 − w3)

(z − w3)(w2 − w1)
,

则分式线性变换 f2 把 w1, w2, w3 分别映到 0, 1, ∞. 令 f = f −1
2 ◦ f1 即可.

唯一性：若存在分式线性变换 g 也满足条件,则 f ◦ g−1 有三个不动点,从而只能为

常值函数. □

思考：在上述证明中,为什么不可以任意调换 z1, z2, z3 或 w1, w2, w3 的顺序？分式

线性变换虽然保证把圆周变成圆周, 但不一定把圆周的内部映射到圆周的内部, 也可能

映到圆周的外部,所以这三个点的顺序很重要.
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上面的证明其实暗含了分式线性变换保交比的性质. 我们先给出交比（Cross Ratio）

的定义.

定义 1.5.7 (交比) 给定四个不同的有序点 z1, z2, z3, z4, 称比值

z1 − z3
z1 − z4

:
z2 − z3
z2 − z4

为四点的交比. 若上式中有一点为 zk = ∞, 则理解为 zk → ∞ 时的极限.

命题 1.5.8 交比在分式线性变换作用下不变.

证明: 只需证明反演变换保交比,这是容易验证的. □

分式线性变换还有如下性质：

命题 1.5.9 四点共圆的充要条件是交比为实数.

证明: 记由点 z1, z2, z3 确定的圆为 Γ. 在定理1.5.6的证明中, 实际上我们构造了把

Γ 变为实轴的分式线性变换（直线在黎曼球面上为圆！）, 从而 z4 在圆 Γ 上当且仅当

它在该分式线性变换下的像为实数,根据命题1.5.8立即得. □

1.6 黎曼映照定理的证明

这一小节我们首先将全力证明黎曼映照定理, 之后我们还将介绍有关共形映射在

边界处的性态和反射理的基本结果.

我们先做最后的准备工作.

引理 1.6.1 设 Ω1, Ω2 为开集. f : Ω1 → Ω2 为解析单射. 则：对任意 z ∈ Ω1, f ′(z) 6= 0.

因此, 若 f 也是满射, 则 f −1 也解析.

证明: 反证法. 假设存在 z0 ∈ Ω1,使得 f ′(z0) = 0.那么,当 z 和 z0 充分接近时,

f (z)− f (z0) = a(z − z0)k + G(z)

其中 a 6= 0, k ≥ 2且 z0 是 G(z)的 (k+1)阶零点. 对充分小的 w,令 F(z) = a(z− z0)k −w,

则

f (z)− f (z0)− w = F(z) + G(z).

在以 z0 为中心的一个小圆周上, |G(z)| < |F(z)| 且 F 在该圆周内有至少两个零点. 从而

由 Rouché定理, f (z)− f (z0)− w 也在该圆周内有至少两个零点.

而在以 z0 为中心的一个小圆周上,当 z 6= z0 时, f ′(z) 6= 0. 从而 f (z)− f (z0)− w 的零

点各不相同,这与 f 是单射矛盾！ □

现在我们来证明黎曼映照定理. 它的证明来自德国数学家 Paul Koebe.
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定理 1.6.2 (黎曼映照定理) 设 Ω 6= C 为复平面中的单连通区域, z0 ∈ Ω. 那么, 存在

唯一共形映射 f : Ω → D, 使得

f (z0) = 0, f ′(z0) > 0.

证明: 存在性：设解析单射函数族

F = {f : Ω → D | f (z0) = 0, f ′(z0) > 0} .

我们的证明将分为三步：

1. F 6= ∅；

2. 存在 f ∈ F ,使得 f ′(z0) = sup
g∈F

g′(z0)；

3. 上步中的 f 是满射.

首先我们来证 F 6= ∅. 取 a /∈ C \ Ω,那么存在解析单射 h : Ω → C,使得 h2 = z − a.

由 Ω 3 z0 开,存在 δ > 0,使得

h(Ω) ⊃ B(h(z0), δ) ⇒ B(−h(z0), δ) ∩ h(Ω) = ∅.（否则0 ∈ h(Ω),矛盾.）

于是函数 1/[h(z) + h(z0)]有界. 从而∣∣∣∣ch(z)− h(z0)
h(z) + h(z0)

∣∣∣∣ ≤ |c|
(
1 +

2|h(z0)|
δ

)
(∗)

取 c 充分小,使得 (∗) ∈ D. 取 θ ∈ R,使得(
ceiθ h(z)− h(z0)

h(z) + h(z0)
:= f0

)′∣∣∣∣
z0

> 0.

上述构造的函数 f0 ∈ F .

其次我们证明存在 f ∈ F ,使得 f ′(z0) = supg∈F g′(z0). 注意到对任意 f ∈ F 和任意

z ∈ Ω, 有 |f (z)| < 1, 从而存在常数 C > 0, 使得 |f ′(z0)| ≤ C 恒成立. 取子列 {fn} ⊂ F , 使

得

lim
n→∞

f ′n(z0) = sup
f∈F

f ′(z0).

由定理1.3.8知：存在子列 {fnk}和 f ,使得 fnk

Ω↠ f .

下证 f ∈ F . 首先 f 解析, f (z0) = 0 且 f ′(z0) > 0. 从而只需证 f 为单射. 若不然, 假

设存在 z1 6= z2 ∈ Ω, 使得 f (z1) = f (z2). 但对任意 z ∈ Ω \ {z1}, 有 fn(z)− fn(z1) 6= 0, 从而

由 Hurwitz定理（定理1.3.7）立即得矛盾.

最后,我们证明 f (Ω) = D. 若不然,则存在 w /∈ f (Ω)且 w ∈ D. 从而对任意 z ∈ Ω,

f (z)− w
1− wf (z)

6= 0.
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从而根据 Ω单连通,可取函数

F(z) =

√
f (z)− w
1− wf (z)

的单值解析分支,且由定义知 F(z)是定义在 Ω上的单射. 取 φ ∈ R,使得函数

G(z) = eiφ F(z)− F(z0)

1− F(z0)F(z)

满足 G′(z0) > 0. 从而 G ∈ F .

注意到

f =
(
g−1
1 ◦ h ◦ g−1

2

)︸ ︷︷ ︸
记为ψ

◦G,

其中：

g1(z) =
z − w
1− wz

, h(z) = z2, g2(z) = eiφ z − F(z0)

(1− F(z0)z)
.

由 ψ : D → D解析但不属于 Aut(D),及定理1.5.3得

f ′(z0) = |ψ′(0)||G′(z0)| < |G′(z0)|.

这与 f 的定义矛盾！从而 f (Ω) = D.

根据引理1.6.1,得 f 是共形映射.

唯一性：假设存在共形映射 g : Ω → D, 使得 g(z0) = 0, g′(z0) > 0. 则 f ◦ g−1 ∈
Aut(D),注意到 f ◦ g−1(0) = 0且 (f ◦ g−1)

′
(0) > 0,得：f ◦ g−1(z) = z ⇒ g = f . □

推论 1.6.3 设 Ω1, Ω2 ⫋ C 是单连通区域. 若 Iso(Ω1, Ω2) 表示从 Ω1 到 Ω2 的解析双

射构成的群, 则存在双射 φ : Iso(Ω1, Ω2) → Ω2 × {|z| = 1}.

证明: 习题6. □

如果共形映射 f 把区域 Ω 映成 Ω′, 那么 f 在边界处会是什么样的性态呢？如果两

个区域都是 Jordan 区域（即边界是 Jordan 曲线的区域）, 那么 f 可以连续开拓到 Ω 的

闭包上, 且把边界映到边界. 可惜这个重要定理的证明需要太多铺垫, 在此恕不证明. 感

兴趣的同学请查阅 [12]第十四章第 5节.

定理 1.6.4 (Carathédory定理) 设 Ω 是复平面中的有界区域, f : D → Ω 是共形映射,

那么 f 可以连续开拓（保持双射）到 Ω 上当且仅当 Ω 是 Jordan 区域.

考虑如下两个例子：
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◦ 设 Ω = C \ [0, ∞),有共形映射 g ◦ f ,即

C \ [0, ∞)
f→H g→D, 其中f (z) = z

1
2 , g(z) =

z − i
z + i

.

但它不能连续开拓到边界,毛病就出在实轴上.

◦ 设区域

Ω = (0, 1)× (0, 1) \ ∪
n≥1

{
1

n

}
×
(
0, 1− 1

n

)
在 Ω内,不存在连接 O = (0, 0)和 A = (3

4
, 3

4
)的连续曲线,如下图所示.

A

O

图 1.6.1 一个 Ω不是 Jordan区域的例子

不过, 我们可以证明下述定理. （实际上, 该定理对任意连通开集间的同胚都成立,

证明也是类似的.）

定理 1.6.5 设 Ω, Ω′ 是复平面中的区域. f : Ω → Ω′ 是共形映射. 若 {zn} 趋向于 Ω

的边界, 则 {f (zn)} 趋向于 Ω′ 的边界.

证明: 设 K 是 Ω′ 的紧子集, 那么 f −1(K) 是 Ω 的紧集（我们再次用到了连续函数

把紧集映成紧集.）. 由 {zn}趋向于 Ω的边界知：存在 n0 ∈ N+,使得 zn0 /∈ f −1(K),从而

f (zn0) /∈ K. 从而可得 {f (zn)}趋向于 Ω′ 的边界. □

最后, 我们介绍有关反射原理的两个基本结果, 利用反射原理得到关于共形映射在

边界处性态更进一步的结果. 下述定理是对称原理（见 [1],第二章第 5节）的自然推广,

它们的证明思想也完全类似.

定理 1.6.6 设 Ω, Ω′ 是复平面中的不交区域, γ : (a, b) → C 是可求长曲线, 其中

(a, b) ⊂ R 为区间. 记 γ((a, b)) = |γ|. 如果 |γ| ⊂ C \ (Ω ∪ Ω′), Ω ∪ |γ| ∪ Ω′ 为连通开集,

f : Ω ∪ |γ| → C 连续且 f |Ω 解析, g : Ω′ ∪ |γ| → C 连续且 g|Ω′ 解析, f |γ = g|γ , 那么

F(z) =


f (z), z ∈ Ω

f (z) = g(z), z ∈ |γ|

g(z), z ∈ Ω′

在 Ω ∪ |γ| ∪ Ω′ 上解析.
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证明: 首先 f 在 Ω ∪ |γ| ∪ Ω′ 上连续. 从而只需证明 f 在 |γ| 上解析. 对任意 z ∈ |γ|,
存在以 z 为中心的小开圆盘 D,使得 D ⊂ Ω ∪ |γ| ∪ Ω′. 故只需证对任意 D 中对闭曲线 η,

有： ∫
η

F(z) dz = 0.

若 |η|含于区域 Ω或 Ω′ 中的一个,即 |η| ⊂ Ω（或 |η| ⊂ Ω′）那么由 f 或 g 解析即得.

若 |η|包含了一部分 |γ|但没有“穿过”它,即 |η|∩|γ| 6= ∅且 |η|∩Ω = ∅（或 |η|∩Ω′ = ∅）
,将 |η|平移 ε使之含于区域 Ω或 Ω′ 中的一个,再令 ε趋于 0取极限即得.

若 |η|“穿过”了 |γ| 即 |η| ∩ Ω 6= ∅ 且 |η| ∩ Ω′ 6= ∅, 将它沿 |γ| 截成两部分, 则可转化

为上一种情形. □

推论 1.6.7 (Schwarz反射原理) 设 Ω 为复平面中关于实轴对称的连通开集, 即 z ∈
Ω ⇔ z ∈ Ω. 记 Ω+ = Ω ∩ {Im(z) > 0}, Ω− = Ω ∩ {Im(z) < 0} 和 I = Ω ∩ R. 若 f 在 Ω+

上解析, 在 Ω+ ∪ I 上连续且 f (I) ⊂ R, 则

F(z) =


f (z), z ∈ Ω+

f (z) = f (z), z ∈ I

f (z), z ∈ Ω−

在 Ω 上解析.

证明: 由定理1.6.6立即得到. □

注 1.6.8 Schwarz 反射原理可以自然推广到区域边界为圆周时的情形. 设 f : {|z| ≤
R} → C 连续, 且在 {|z| < R} 上解析. 那么根据 f (R2/z) 在 {|z| > R} 解析, 可以将 f 开拓

到全平面.

即：圆盘上一点 Q, 其对称点 P 在 OP 的延长线上, 且满足 |OQ| · |OP| = R2. 若 P 代

表点 z, 那么 Q 就代表点 R2/z, 这就是上述开拓的出发点.

熟悉平面几何的同学知道, 我们称 P 和 Q 互为共轭点. 任给一点 Q, 经过 P 点且与

OP 垂直的直线称为点 Q 对应的极线, 此时点 Q 称为极点. 不仅对圆, 对一般的圆锥曲

线而言, 极点、极线都有许多美妙的性质.

Q

P

O
R

图 1.6.2 边界为圆周时的解析开拓
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上述推论中的条件还可以弱化. 实际上, 重要的是 f 的虚部在 I 上恒为 0, 对其实部

不需做任何要求. 因此, 结论可以推广到一般的调和函数上（解析函数的实部和虚部都

是调和函数）,即：对上述 Ω和 I,设函数 v(z)在 Ω+ ∪ I 上连续,在 Ω+ 上调和,那么 v(z)

可以调和开拓到 Ω 上, 满足 v(z) = −v(z). Schwarz 反射原理可以理解为 v(z) 为某个解

析函数 f (z)的虚部的情形.

考虑区域 Ω包含直线段 γ 的情形. 若直线段 γ 上每一点都存在圆形邻域,使得该邻

域与 ∂Ω的交集恰是 γ 与 ∂Ω的交集,则称 γ 为自由边界线段（Free Boundary Arc）. 显

然, 每一点处 γ 与上述圆形邻域的交集就是圆的直径. 进一步, 若在直线段上每一点处,

上述直径截成的两个半圆形邻域中有且只有一个在 Ω 内, 那么我们称 γ 是单边边界线

段（One-sided Boudary Arc）.

由此不难得到下述结果：

定理 1.6.9 设单连通区域 Ω 的边界包含单边边界线段 γ. 那么, 从 Ω 到单位圆盘 D
的共形映射 f 可以解析开拓到 Ω ∪ γ 上. γ 的像就是单位圆周上的一段圆弧.

证明: 任取 z0 ∈ γ. 存在含于 Ω 内, 以 z0 为中心的半圆周区域 D, 使得 f (z) 在 D 恒

不为 0. 注意到 log f (z) 在 D 上有解析单值分支. 注意到当 z 趋于直径时 |f (z)| 趋于 1, 根

据上述讨论, 知 log f (z) 可以解析开拓到整个圆周上. 因此 f (z) 也可以解析开拓到整个

圆周上,故其在 z0 解析. 注意到开拓在圆周区域相交的部分一定相等即可. □

不过即使最顶尖的数学家也可能出错, Ahlfors书 [2]第六章第 1节中该定理证明或

有瑕疵,关于这一点的讨论可以参考 [10].

1.7 多边形的共形映射

这一小节我们考虑 Ω 是多边形区域的情形, 即 ∂Ω 是不自交的闭多边形曲线. 这时

Ω 到单位圆盘 D 的共形映射可以用具体的公式给出来, 且公式中的参数只取决于多边

形的形状.

设 Ω的边界是不自交的闭多边形曲线. 记它的顶点依次（逆时针）为 z1, z2, . . . , zn.

多边形在顶点 zk 的内角为 arg(zk−1 − zk)/(zk+1 − zk) ∈ (0, 2π), 记为 αkπ, 其中 0 <

αk < 2, k = 1, 2, . . . , n. 记 αkπ 对应的外角 βkπ = (1 − αk)π, 其中 − 1 < βk < 1. 则

β1 + β2 + · · ·+ βn = 2. 不难理解,该多边形是凸多边形当且仅当所有 βk > 0.

设 f : Ω → D 为共形映射, 则由 Carathédory 定理（定理1.6.4）知 f 可以连续开拓

到 Ω上,且把边界 ∂Ω映到单位圆周. 我们现在考虑 f 的逆映射,即把单位圆盘映到多边

形区域的共形映射. 有下述定理：

定理 1.7.1 (单位圆盘的 Schwarz-Christoffel公式) 若 F 把单位圆盘共形地映射到内
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αkπ

βkπ

zkΩ D
f

图 1.7.1 多边形的共形映射

角为 αkπ, k = 1, 2, . . . , n 的多边形区域 Ω, 那么 F 形如

F(w) = C
∫ w

0

n∏
k=1

(w − wk)
−βk dw + C′. (1-15)

其中 βk = 1− αk, wk 是单位圆周上的点 ( k = 1, 2, . . . , n), C 和 C′ 是常数.

证明: 考虑共形映射 f : Ω → D. 设 Sk 是以 zk 为中心,充分小的圆周与 Ω相交得到

的扇形区域, 则存在 ζ = (z − zk)
1/αk 的单值解析分支, 使得它把 Sk 映成半圆 S′

k. 选择合

适的单值解析分支使 zk + ζαk ∈ S′
k. 令 g(ζ) = f (zk + ζαk). 由 g(ζ) 在原点解析得：在原

点附近有展开

f (zk + ζαk) = wk +

∞∑
m=1

amζ
m.

其中 a1 6= 0, 否则 g(S′
k) 不可能在单位圆盘内. 从而可以在 wk 的一个邻域内, 对上述级

数取逆（关于形式级数取逆的问题,不熟悉的同学可以查阅 [11]第四章第 9节）：

ζ =

∞∑
m=1

bm(w − wk)
m,

其中 w = f (zk + ζαk)且 b1 6= 0. 等式两边 αk 次幂,得

F(w)− zk = (w − wk)
αkGk(w)

其中 Gk 解析且在 wk 的邻域内不为 0. 求导,得：

F′(w)(w − wk)
βk

解析且在 wk 不为 0. 因此

H(w) = F′(w)
n∏

k=1

(w − wk)
βk

解析且在闭单位圆盘内不为 0.

下证 H(w)为常数.

考虑当 w = eiθ 在单位圆周上处于 wk = eiθk 和 wk+1 = eiθk+1 之间的部分. 由于

F′(eiθ) 的辐角主值等于单位圆周上 eiθ 处的切线和 F 在 F(eiθ) 处的夹角, 这里简记

27



单复变函数课程笔记

为 argF′ = arg dF − arg dw. dF 是常数（因为 Ω 边界在相邻顶点之间是直线段）, 且

arg dw = θ + π/2.

注意到

w − wk = eiθ − eiθk = 2iei θ+θk
2 sin

(
θ − θk

2

)
,

从而它的辐角主值为 θ/2加上一个常数. 从而,

arg H(w) = arg F′(w) +
n∑

k=1

βk arg (w − wk) = −θ +

(
n∑

k=1

βk

)
· θ
2
+ c = c,

其中 c 为常数. 从而 arg H(w) 在单位圆周上是常数. 由最大模原理（定理1.2.1）, 再注

意到 arg H(w) = Im(logH(w)),得 H(w)在闭单位圆盘上为常数. 即：

F′(w) = C
n∏

k=1

(w − wk)
−βk ,

其中 C 是常数. 对上式积分即得 (1-15)式. □

注 1.7.2 对于任意给定的 θk, 容易验证 (1-15) 式把单位圆周到闭多边形曲线, 但通常

我们无法判断这个闭多边形曲线是否自交. 如果它不自交, 不难证明 (1-15) 式把单位圆

盘映到闭多边形区域, 且是双射（提示：利用辐角原理）.

注意到上半平面到单位圆盘有共形映射

φ : H → D, z 7→ z − i
z + i

= 1− 2i
z + i

,

自然地, 我们可以把 Schwarz-Christoffel 公式搬到上半平面来. 设 zk 是 (1-16) 式中 wk 在

φ下的原像（若 wn = 1,则取 zn = ∞）,令

G(z) = F ◦ φ(z).

则计算得

G′(z) = F′(φ(z))φ′(z)

= C
n∏

k=1

[φ(z)− φ(zk)]
−βk

2i
(z + i)2

= C
n∏

k=1

[
2i(z − zk)

(z + i)(zk + i)

]−βk 2i
(z + i)2

=


C̃

n∏
k=1

(z − zk)
−βk , zn <∞

C̃
n−1∏
k=1

(z − zk)
−βk , zn = ∞
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也就是说,我们得到了如下结果：

定理 1.7.3 (上半平面的 Schwarz-Christoffel公式) 若 F 把上半平面共形地映射到内

角为 αkπ, k = 1, 2, . . . , n 的多边形区域 Ω, 那么 F 形如

F(z) = C̃
∫ z

0

n∏
k=1

(z − zk)
−βk dz + C̃′. (1-16)

其中 βk = 1− αk, zk ∈ R, C̃ 和 C̃′ 是常数.

我们对 n = 3 的情形稍作讨论. 由定理1.5.6我们知道, 分式线性变换可以把单

位圆周上的三个点 w1, w2, w3 映到单位圆周上任意指定的位置. 所以在这个意义下,

Schwarz-Christoffel 公式只取决于角度 α1π, α2π, α3π. 因此, 从上半平面到三角形区域

的共形映射可以写为

F(z) =
∫ z

0

zα1−1(z − 1)α2−1 dz. (1-17)

我们把形如 (1-17)的函数称为 Schwarz三角函数.

考虑它的逆函数 f . 根据反射原理, 可以将 f 沿三角形的边解析开拓. 我们希望经过

偶数次反射以后,反射的三角形能够与原三角形完全重叠,从而三角形的角度满足

αkπ =
π

nk
,

3∑
k=1

1

nk
= 1.

其中 nk ∈ N+, k = 1, 2, 3.满足条件的整数组 (nk)只有 (3, 3, 3)、(2, 3, 6)和 (2, 4, 4)三

组, 它们分别代表正三角形、一个角为 30 度的直角三角形和等腰直角三角形. 此时, 所

有反射的三角形可以密铺整个复平面（不重复不遗漏）,它们可以看作复平面上的亚纯

函数在三角形区域上的限制.

1.8 椭圆积分和椭圆函数（一）

这一小节我们将讨论上半平面的 Schwarz-Christoffel 公式中多边形区域为矩形的

情形, 以此引入椭圆函数和椭圆积分, 简要介绍椭圆函数的性质. 在介绍 Mittag-Leffler

定理和Weierstrass定理后,我们将从级数的角度进一步介绍椭圆函数.

在 (1-16) 式中取 n = 4, βi = 1/2, i = 1, 2, 3, 4, 取参数 zi 分别为 ±1, ±1/k, 其中

0 < k < 1,考虑

F(z) =
∫ z

0

dw√
(1− k2w2) (1− w2)

. (1-18)

令

K =

∫ 1

−1

dt√
(1− k2t2) (1− t2)

, K′ =

∫ 1/k

1

dt√
(1− k2t2) (1− t2)

. (1-19)
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容易看出, F 把上半平面共形地映到下图阴影部分所示的矩形区域 R0, K 和 K′ 分

别对应矩形区域的长和宽. 图中 O 点为坐标原点. 由对称性知 F 把无穷远点映到 iK′.

−K/2 K/2

iK′

O
R0 R1

R2R3

图 1.8.1 F 把上半平面映成的矩形区域

考虑 F 的逆函数 f . 根据反射原理, 我们可以把 f 开拓到 R1, R2, R3 · · · 直至整个复

平面上（仍记为 f）,且满足：（沿一个方向反射两次后对应点的取值和原函数相等）

f (z + 2K) = f (z), f (z + 2iK′) = f (z).

且 f 的所有零点为 z = nK+2miK′,所有极点为 z = (2p+1)K+qiK′,其中 n, m, p, q ∈ Z.
也就是说, f 是一个双周期的亚纯函数,我们把这样的函数称为椭圆函数.

设函数 f : C → C 为双周期亚纯函数, 两个（非零）周期分别为 ω1 和 ω2. ω1 和 ω2

实线性相关, 即 ω2/ω1 ∈ R 的情形并不是我们感兴趣的, 因为若 ω2/ω1 ∈ Q, 则 f 退化为

一个单周期函数；若 ω2/ω1 ∈ R \ Q, 则 f 只能为常值函数（这是因为 {rZ}, r ∈ R \ Q
在实数中稠密, 即 Dirichlet 逼近定理, 不熟悉的同学可以查阅 [7] 第四章第 2 节）. 故以

下只考虑 ω1 和 ω2 实线性无关的情形.

记 M 为 f 所有周期构成的集合,则任意 ω1, ω2 ∈ M,有 n1ω1 + n2ω2 ∈ M,从而 M 构

成整数环上的一个模（Module）, 称为双周期函数 f 的周期模. 注意：M 是孤立点集

（因为解析函数零点都是孤立的）, 由孤立点集组成的模称为离散（Discrete）模. 另外,

若 z2 − z1 ∈ M, 我们称 z1 和 z2 模 M 同余（Congruence）, 记作 z1 ≡ z2 mod M. 这样一

来, f 便可以看作在模 M 的同余类上的函数.

如果 M 中的元素 ω1, ω2 满足：对任意 ω ∈ M, ω 可以唯一表示为 ω = n1ω1 + n2ω2,

那么我们称 ω1, ω2 构成 M 的一组基（basis）,记为 (ω1, ω2). 我们有：

定理 1.8.1 如果 (ω1, ω2) 与 (ω′
1, ω

′
2) 分别是双周期函数 f 的周期模 M 的两组基, 那
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么存在行列式绝对值为 1 的整系数二阶矩阵 A, 使得ω1

ω2

 = A

ω′
1

ω′
2

 .

证明: 由基的定义知存在整数 a, b, c, d 使得ω1

ω2

 =

a b

c d


︸ ︷︷ ︸

记为A

ω′
1

ω′
2

 .

同理,存在整数 a′, b′, c′, d′ 使得ω′
1

ω′
2

 =

a′ b′

c′ d′


︸ ︷︷ ︸

记为A′

ω1

ω2

 .

从而

AA′ = A′A = I2,

其中 I2 是二阶单位矩阵. 由 |A||A′| = 1且 |A|, |A′| ∈ Z,即得 |A| = 1或− 1. □

我们称行列式绝对值为 1的整系数矩阵为单位模矩阵（Unimodular Matrix）,它们

全体所构成的集合在矩阵乘法下构成一个群, 称为模群（Modular Group）. 可以证明,

模群由矩阵 1 1

0 1

 和

0 −1

1 0


生成,它们对应的分式线性变换分别为 f (z) = z + 1, g(z) = −1/z.

双周期函数 f 的周期模 M 有许多基. 我们可以找到一组“特殊”的基（称为典范基）

, 如下述定理所述. 虽然我们并不常用典范基, 但重要的是, 我们知道这样一组基存在.

它的证明这里将不再赘述,可以查阅 [2]第七章第 2节.

定理 1.8.2 存在 M 的一组基 (ω1, ω2), 其对应的 τ = ω2/ω1 满足如下条件：(i)

Im τ > 0; (ii) −1/2 < Re (τ) ≤ 1/2; (iii) |τ | ≥ 1; (iv) 若|τ | = 1,则Re (τ) ≥ 0. 满足上述条

件的 τ 是唯一确定的, 但可能有 2、4 或 6 组对应的基.

现在, 我们介绍椭圆函数的几个关于极点和零点的一般性质. 方便起见, 取椭圆函

数 f 周期模的一组基 (ω1, ω2),对任意 w ∈ C,定义

Pw = {z ∈ C | z = w + aω1 + bω2, 0 ≤ a < 1且0 ≤ b < 1},
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称之为 f 的一个周期平行四边形. 因为任一模 M 的同余类在 Pw 上都存在唯一代表元,

所以 f 由其在 Pw 上的取值完全确定.

首先,我们有：

命题 1.8.3 没有极点的椭圆函数只能是常值函数.

证明: 设 f 是没有极点的椭圆函数, 则 f 为整函数. 任取 w0 ∈ C, 由 Pw0 是紧集得 f

在 Pw0 有界,于是 f 在整个复平面有界,由 Liouville定理立即得 f 为常数. □

因为解析函数的零点和极点都是孤立的, 所以在一个周期平行四边形内 f 的极点

集只能为有限集. 我们称 f 在一个周期平行四边形内的极点个数为它的阶（order）. 以

下三个定理揭示了椭圆函数极点和零点的一些性质.

命题 1.8.4 椭圆函数的留数和为 0.

证明: 取 w, 使 f 在周期平行四边形 Pw 的边界上没有极点, 取 ∂Pw 的正向. 那么, f

在 Pw 内的留数和为

1

2πi

∫
∂Pw

f (z) dz.

注意到 f 以 ω1, ω2 为周期,上述积分为零,即得结论. □

由此我们还可以得到椭圆函数在一个周期平行四边形内不可能只有一个单极点,

即椭圆函数的阶大于等于 2.

命题 1.8.5 非常值椭圆函数在一个周期平行四边形内极点和零点的个数相等.

证明: 同样地, 我们取 w, 使在周期平行四边形 Pw 的边界上 f 没有极点和零点, 取

∂Pw 的正向. 那么,根据辐角原理得

1

2πi

∫
∂Pw

f ′(z)
f (z)

dz = Nz −Np,

其中 Nz 和 Np 分别表示 f 在 Pw 内的零点个数和极点个数.

同样地,注意到 f ′/f 以 ω1, ω2 为周期,上述积分为零,即得结论. □

命题 1.8.6 设 n 阶椭圆函数在一个周期平行四边形内的零点和极点分别为

a1, a2, . . . , an 和 b1, b2, . . . , bn, 则

a1 + a2 + · · ·+ an ≡ b1 + b2 + · · ·+ bn mod M. (1-20)

证明: 仍取 w,使 f 在周期平行四边形 Pw 的边界上没有极点和零点,再取 ∂Pw 的正

向. 考虑

1

2πi

∫
∂Pw

zf ′(z)
f (z)

dz = a1 + a2 + · · ·+ an − (b1 + b2 + · · ·+ bn).
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另一方面,注意到

1

2πi

(∫ w+ω1

w
−
∫ w+ω1+ω2

w+ω2

)
f ′(z)
f (z)

dz = −ω2
1

2πi

∫ w+ω1

w

f ′(z)
f (z)

dz︸ ︷︷ ︸
(∗)

.

(∗)是整数,因为它正是在原点处 f (z)从 w 到 w + ω1 所构成闭曲线 γ 的卷绕数！即：

Wγ(0) =
1

2πi

∫
γ

dζ
ζ − 0

令ζ=f (z)
======

1

2πi

∫ w+ω1

w

f ′(z)
f (z)

dz ∈ Z.

同理对

1

2πi

(∫ w+ω2

w
−
∫ w+ω2+ω1

w+ω1

)
f ′(z)
f (z)

dz = −ω1
1

2πi

∫ w+ω2

w

f ′(z)
f (z)

dz

亦然. 因此 a1 + a2 + · · ·+ an − (b1 + b2 + · · ·+ bn) ∈ M,即 (1-20)式. □

让我们回到对椭圆积分的讨论上, 这里将只介绍这个纷繁复杂的话题的冰山一角.

形如 (1-19)式的积分就是一种椭圆积分. 椭圆积分是从实际问题中逐步提炼出来的一大

类积分, 例如十七世纪时, 人们希望求出椭圆 x2
a2 +

y2
b2 = 1 (a > b > 0) 的周长. 而这将

导致计算积分

S = a
∫ 1

0

(1− k2t2) dt√
(1− k2t2) (1− t2)

,

其中系数 k 为椭圆的离心率 k =
√

(a2 − b2)/a. 具体说来,椭圆的参数方程为x = a cos(t)

y = b sin(t)
t ∈ [0, 2π)

只需计算椭圆在第一象限内的弧长,取 t ∈ (0, π/2). 利用弧长公式,得

S =

∫ π
2

0

√
(−a sin(t))2 + (b cos(t))2 dt

= a
∫ π

2

0

√
sin2(t) +

b2

a2
cos2(t) dt

= a
∫ π

2

0

√
1− k2 cos2(t) dt

= a
∫ 1

0

1− k2u2√
(1− k2u2) (1− u2)

du (令u = cos(t)).

这就是椭圆积分的雏形之一. 几十年后, 经过 Euler 等数学家的研究, 椭圆积分的理

论渐渐完善,但仍没有形成完整的体系,直到法国数学家 Legendre的出现.

一般而言,椭圆积分是形如 ∫
R
(

t,
√

P(t)
)

dt
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其中 R(·, ·) 是有理函数, P(·) 是 3 或 4 阶多项式的积分, 它们通常不能用初等函数表达.

Legendre发现椭圆积分都可以用以下三类基本形式表达,即

F(x; k) =
∫ x

0

dt√
(1− k2t2) (1− t2)

或 F(φ; k) =
∫ φ

0

dθ√
1− k2 sin2 θ

; (1-21)

E(x; k) =
∫ x

0

√
(1− k2t2)√
(1− t2)

dt 或 E(φ; k) =
∫ φ

0

√
1− k2 sin2 θ dθ; (1-22)

Π(n; φ | k) =
∫ sinφ

0

1

1− nt2
dt√

(1− k2t2) (1− t2)
. (1-23)

其中 n ∈ R,我们把0<k<1称为椭圆积分的模数. 上述不定积分分别称为第一、第二和第

三类不完全椭圆积分. 对应 x = 1或 φ = π/2时的定积分则分别称为第一、第二和第三

类完全椭圆积分.

椭圆积分可以通过 Jacobi 虚变换、Landen 型变换、虚模数变换等等来处理, 也可

以通过幂级数或者微分方程等来研究, 它的内容十分庞杂, 无论对读者还是笔者而言都

是沉重的负担, 因而这里不再展开讨论. 感兴趣的同学可以查阅 [14] 第九、十章或数学

家 Harris Hancock关于椭圆积分的专著 [15].

我们现在考虑 (1-19) 式中何时 K′ = K, 即对应的矩形区域为正方形的情形. 通常,

我们记 K(k) = F(1; k), 即该式中的 K/2. 我们也习惯把 (1-19) 式中的 K′ 记为 K′(k).令

k′ =
√
1− k2, 则 0 < k′ < 1, 称之为椭圆积分的余模数. 在 K′(k) 中, 对 t 作变量替换

t =
(
1− k′2u2

)−1/2
计算得：

K
′
(k) =

∫ 1
k

1

dt√
(t2 − 1) (1− k2t2)

=

∫ 1

0

d
(
1− k′2u2

)− 1
2√(

(1− k′2u2)−1 − 1
) (

1− k2(1− k′2u2)−1
)

=

∫ 1

0

du√(
1− k′2u2

)
(1− u2)

= K (k′)

这将导致解方程

K(k′)
K(k)

= 2.

直接解该方程十分困难, 但令人惊奇的是, 我们可以不通过繁杂的计算, 而是从几何的

角度解决这一问题！（习题9.）

更一般地,我们甚至还可以考虑方程

K (k′)
K(k)

=
√

r, r ∈ N+.
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注意到 K(k)在 (0, 1)单增, K′(k)在 (0, 1)单减,不难发现上述方程有唯一解,记为 kr. 我

们称之为椭圆积分的奇异值. 1967 年, Selberg 和 Chowla 证明了椭圆积分的奇异值均可

以由有穷个 Γ函数表示出来,见 [17].

另外, Abel还曾证明对任意整数 a, b, c, d 和 n,方程

K (k′)
K(k)

=
a + b

√
n

c + d
√

n

的解 k 均是整系数多项式的根,详见 [16]第二十一、二十二章.

1.9 弧边多边形的情形

这一小节我们将讨论弧边多边形的共形映射. 所谓弧边多边形, 就是指各边为圆弧

的多边形,其中各个圆弧的半径、角度都可能不同. 这时,多边形的内角则定义为顶点处

两圆弧的切线所构成的夹角. 我们将借助 Schwarz 导数（Schwarzian Derivative）来研

究从上半平面或单位圆盘到弧边多边形的共形映射.

首先给出 Schwarz导数的定义.

定义 1.9.1 (Schwarz导数) 设函数 f 在区域 Ω 内解析, 定义

S(f ) :=
f ′′′

f ′
− 3

2

(
f ′′

f ′

)2

=

(
f ′′

f ′

)′

− 1

2

(
f ′′

f ′

)2

(1-24)

为 f 的 Schwarz 导数.

可以验证, 若 f 和 g 都解析, 则 S(f ◦ g) = (S(f ) ◦ g) (g′)2 + S(g)（见习题10.）. 且对

任意对应矩阵的行列式不为 0的分式线性变换 f (z) = (az + b)/(cz + d) 有 S(f ) = 0（只

需验证反演变换）,从而 Schwarz导数保持分式线性变换,即

S(f ◦ g) = S(g)

其中 f 是满足上述条件的任意分式线性变换.

为什么保持分式线性变换如此重要呢？为回答这个问题, 我们先来谈谈隐藏在多

边形的共形映射背后的想法. 这部分内容主要参考 [18]第一、二章和 [19]第五章.

回顾1.7小节, Schwarz-Christoffel公式表明：共形映射 f 的导数可能形如

f ′ =
∏

fk,

其中 fk 是某些特定的函数. 从几何角度看,上式的意义是

arg f ′ =
∑

arg fk.

我们希望 arg fk 是阶梯函数, 从而 arg f ′ 除了几个间断点外是常数（即 f 把实轴映成一

个多边形）. 定理1.7.3则告诉我们对于从上半平面（或单位圆盘）到（直边）多边形区
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域的共形映射, fk 形如

fk = (z − zk)
−βk ,

其中 βk 如上节定义, z = zk ∈ R（或 z = zk ∈ ∂D）是 arg f ′ 发生跳跃的点. 下图说明了

上半平面的情形中 fk 在 zk 附近的性态.

βk < 0

βk > 0zk

−βkπ

βkπ

图 1.9.1 fk 在 zk 附近的性态

以此出发可以给出上半平面的 Schwarz-Christoffel 公式的另一个证明. 它的大致想

法是由 f ′ 在 zk 附近形如

f ′ = (z − zk)
−βkψ(z),

其中 ψ(z)在 zk 的一个邻域内解析,证明

f ′′

f ′
−

n∑
k=1

αk − 1

z − zk

可以解析开拓到全平面且在无穷远点处解析, 再由 Liouville 定理证明 f ′′/f ′ ≡ 0. 最后注

意到 f ′′/f ′ = (log f ′)′,积分两次（详见 [19]第五章第 6节）即得 (1− 16)式.

实际上, 对弧边多边形的情形我们的想法与上述想法如出一辙, 只是上述证明考虑

f ′′/f ′,而此时要考虑 S(f ). 我们现在把它仔细写下来.

设 P 是弧边多边形区域, 其顶点为 vk, 内角为 αkπ (k = 1, 2, . . . , n). 再设 f 是从上

半平面到区域 P 的共形映射. 我们希望找到 f 满足的微分方程.

由于分式线性变换可以把圆弧映成直线, 从而可以把 P 在顶点 vk 处由两个弧形构

成的夹角为 αkπ 的角形区域映成顶点在原点, 一条边在实轴的角形区域（夹角不变）.

而分式线性变换保持 Schwarz 导数, 因此研究 S(f ) 时我们可以假设 f 把实轴上的线段

映到上述区域中的后者. 由上述分析得, f 在 zk ∈ R附近形如

f = fkψk(z) = (z − zk)
αkψk(z),

其中 ψk(z)在 zk 的一个邻域内解析,且在该邻域内,当 z ∈ R时 ψk(z)为实数, ψk(zk) 6= 0.
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对等式两边求 Schwarz导数,得

S(f ) =
1

2

1− α2
k

(z − zk)2
+

γk

z − zk
+ φk(z),

其中 φk(z)是解析函数,且

γk =
1− α2

k

αk

ψ′
k(zk)

ψk(zk)
∈ R.

因此,令

S(z) := S(f )−
n∑

k=1

[
1

2

1− α2
k

(z − zk)2
+

γk

z − zk

]
, (1-25)

则 S(z) 为上半平面的闭包上的解析函数（因为 f 可以解析开拓到上半平面的闭包去掉

zk, k = 1, 2, . . . , n 上而且我们已经消除了它的极点）.

注意到在实轴去掉点 zk, k = 1, 2, . . . , n 外 S(f ) 恒取实值且 zk ∈ R,角度 αk ∈ R及

系数 γk ∈ R, 从而 (1− 25) 式在整个实轴上恒取实值, 因此 S(z) 可以解析开拓到整个复

平面上.

最后, 注意到 f (∞) 不是弧边多边形的顶点, 从而 f 可以解析开拓到无穷远点, 于是

f 在 z = ∞附近有展开

f (z) = f (∞) + c1z−1 + c2z−2 + · · · .

求导得：z = ∞ 是 f ′(z) 的二阶零点, 而它是 f ′′ 的三阶零点, 也是 f ′′′ 的四阶零点, 因此

S(∞) = 0,故 S(z)有界. 由 Liouville定理立即得 S(z) ≡ 0. 也就是说, f 满足微分方程

S(f ) =
n∑

k=1

[
1

2

1− α2
k

(z − zk)2
+

γk

z − zk

]
.

注意：参数 αk 和 γk 并不是完全独立的, 它们之间要满足一定的关系. 这些参数之

间的关系可以由 S(f )在无穷远点处的展开式导出（详见 [19]第五章第 7节）,这里我们

只给出最后结果.

定理 1.9.2 若 F 把上半平面共形地映到内角为 αkπ, k = 1, 2, . . . , n 的弧边多边形

区域 P, 那么 F 的 Schwarz 导数满足

S(F) =
n∑

k=1

[
1

2

1− α2
k

(z − zk)2
+

γk

z − zk

]
. (1-26)

其中 zk, γk ∈ R, k = 1, 2, . . . , n 且参数 γk 和 αk 满足：

n∑
k=1

γk = 0,

n∑
k=1

2αkγk + 1− α2
k = 0,

n∑
k=1

γkα
2
k + αk

(
1− α2

k

)
= 0.
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同样地, 我们也可以把该结果搬到单位圆盘上来, 而且分式线性变换不改变

Schwarz导数的这一性质使得计算并不复杂.

定理 1.9.3 若 F 把单位圆盘共形地映到内角为 αkπ, k = 1, 2, . . . , n 的弧边多边形

区域 P, 那么 F 的 Schwarz 导数满足

S(F) =
n∑

k=1

1

wk

[
ak

2wk − z
(z − wk)2

+
iµk

z − wk

]
. (1-27)

其中 wk ∈ ∂D, ak = (1− α2
k) /2, µk ∈ R, k = 1, 2, . . . , n 且参数 wk, µk 和 αk 满足：

n∑
k=1

γk = 0,

n∑
k=1

wk(ak + iµk) = 0.

接下来的问题便是如何求解 S(F)满足的微分方程了. 我们有下述结果：

命题 1.9.4 设 p(z) 为区域 Ω 上的解析函数, 考虑微分方程

y′′ + py = 0. (1-28)

设其有两个线性无关的解 y1, y2, 则 f = y1/y2 满足

S(f ) = 2p.

证明: 由已知, y1 = fy2,代入原微分方程得：

f ′′y2 + 2f ′y′2 + fy′′2 + pfy2︸ ︷︷ ︸
为0

= 0.

从而

f ′′

f ′
= −2

y′2
y2
.

代入 S(f )的表达式即得结论. □

到此,上半平面或单位圆盘到弧边多边形的共形映射的问题在理论上已经解决了.

最后是愉快的故事时间, 我们只简单介绍一个例子, 细致地分析请查阅 [19] 第五章

第 7 节. 取 n = 3, 记弧边三角形的内角分别为 πα, πβ, πγ, 其顶点分别对应 0, ∞, 1. 因

为我们关心的是微分方程（由 (1-26)式和 (1-28)式）

f ′′ +
1

4

[
1− α2

z2
+

1− γ2

(z − 1)2
+
α2 + γ2 − β2 − 1

z(z − 1)

]
f = 0

两个解的商之间的关系,所以我们可以考虑形如

f ′′ + P(z)f ′ + Q(z)f = 0
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上式的微分方程,它将使得计算更为简单. 可以证明,我们需要的方程为

z(1− z)f ′′ + [c − (a + b + 1)z]f ′ − abf = 0.

其中

a =
1

2
(1 + β − α− γ), b =

1

2
(1− α− β − γ), c = 1− α. (1-29)

此即超几何方程, 它对纯数学和应用数学很多分支都有重要意义. 超几何方程的解的性

质已经研究成熟,详见Whittaker-Watson的书 [16]中关于超几何函数的章节.

简言之,有如下结果：从上半平面到内角分别为 απ, βπ, γπ 的共形映射形如

f (z) =
f1(z)
f2(z)

,

其中 f1(z)和 f2(z)是上述超几何方程的两个线性无关解.

超几何方程的一个解 f1 由下式给出：

f1 = F(a, b, c; z) :=
Γ(c)

Γ(b)Γ(c − b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−a dt,

其中 b > 0, c > b 是积分存在的必要条件,这也等价于 α+ β + γ = 1, α < 1 + β + γ,故

只需弧边三角形内角和小于 π.

为解出共形映射 f ,我们还需要另一组解. 经变量替换等一系列手法,最终我们得到

f2 =
∫ 1

0

tb−1(1− t)a−c(1− t + zt)−a dt,

也是超几何方程的解. 其中 b > 0, a > c − 1 是积分存在的条件, 它等价于 α + β + γ <

1, γ − β − α < 1,故也只需弧边三角形内角和小于 π.

于是我们求得共形映射 f 形如

f (z) =

∫ 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−a dt∫ 1

0
tb−1(1− t)a−c(1− t + zt)−a dt

.

其中 a, b, c 为常数,且由式 (1-29)给出.

如果 α + β + γ = 1, 该三角形可以由分式线性变换转化为直边三角形；如果

α + β + γ > 1,则超几何方程的解 f1, f2 需要用其他形式表示出来,这里不再赘述.

特别地, 若 α = β = γ = 0, 取弧边三角形区域 P 如下图所示, 其中 O 为坐标原点,

z1 = −
√
3
2
− 1

2
i, z2 = i, z3 =

√
3
2
− 1

2
i.

F(z) =
T(z)

T(1− z)
,

39



单复变函数课程笔记

其中

T(z) =
∫ 1

0

dt√
t(1− t)(1− zt)

.

O

z2

z1 z3

w1

w3 w2

φ

图 1.9.2 区域 P 及其由 φ映成的区域 Q

设从单位圆盘到上半平面的共形映射 φ满足（若开拓到边界）φ(z1) = ∞, φ(z2) =

1, φ(z3) = 0. 那么 P 在 φ下的像 Q = φ(P) 是如上图实线所示的区域. 其中 w1, w2和w3

分别代表∞, 1和0.

这里面有两个问题：第一, 我们为什么要关心这个映射呢？第二, 为什么共形映射

φ会把弧边分别映成半圆和与实轴垂直的直线呢？

实际上, 根据这个映射我们得到了从上半平面到区域 Q 的共形映射, 其逆映射就是

下一小节我们要介绍的模函数（Modular Function）之一. 从单位圆盘和上半平面的双

曲几何模型来看,共形映射 φ即把单位圆盘上的测地线（Geodesic）映成上半平面上的

测地线,我们将在1.11小节介绍它.

1.10 应用：Picard小定理

作为弧边多边形的共形映射的应用, 我们将证明 Picard 小定理, 并由此引出模函数

的概念.

设 λ = F−1 ◦ φ−1 是上小节末提及的从区域 Q 到上半平面的共形映射, 满足（若开

拓到边界）λ(0) = 1, λ(1) = ∞, λ(∞) = 0. 根据 Schwarz反射原理（推论1.6.7和注1.6.8）

, λ可以解析开拓到整个上半平面上,如下图所示：

我们把开拓后的模函数仍记为 λ, 此时 λ : H → C \ {0, 1} := C0, 1（因为 λ(0) =

1, λ(∞) = 0）. 实际上, 这样的 λ是唯一的, 因为上半平面的解析自同构都是分式线性

变换,而有三个不动点的分式线性变换只能是恒同映射. 根据反射原理我们有：

λ

(
az + b
cz + d

)
= λ(z).

其中,

a b

c d

 ∈ Γ, Γ为由矩阵

1 2

0 1

和矩阵

1 0

2 1

生成的群（为什么？提示：点
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· · ·· · ·

x

Q

O

图 1.10.1 把 λ解析开拓到整个上半平面上

z 关于圆 |z − 1/2| = 1/2的对称点为 1/4(z − 1/2) + 1/2 = z/(2z − 1)）.

我们称 λ在子群 Γ（把分式线性变换和对应的矩阵等同起来）下不变. Γ是模群的

子群, 我们称之为模 2同余子群. 一般而言, 如果一个解析函数或亚纯函数在某个模群

的子群下不变,我们称之为模函数.

利用模函数 λ,我们可以给出 Picard小定理的简洁证明.

定理 1.10.1 (Picard小定理) 设 f : C → C 为解析函数, 且有至少两点 z1 6= z2 ∈ C 不

在 f 的值域内, 那么 f 为常值函数.

证明: 不妨设 z1 = 0, z2 = 1（对一般情形, 令 g = (f − z1)/(z2 − z1) 即可）. 令

h = λ−1 ◦ f : C → H,则 h 解析. 注意到 Im(h(z)) > 0恒成立,得∣∣∣∣ 1

h(z) + i

∣∣∣∣ < 1

及 Liouville定理立即得 h 为常数,从而 f 为常值函数. □

模函数还可以用来证明Montel-Carathéodory定理,进而证明 Picard大定理,但它们

还需要些别的背景知识, 这里恕不介绍. 感兴趣的同学请查阅 [12] 第十六章第 4 节（这

小节利用模函数证明了 Montel-Carathéodory 定理）和 [4] 第十二章第 4 节（这小节给

出了 Montel-Carathéodory定理的另一个证明并利用它证明了 Picard大定理.）

1.11 *双曲几何的两个模型

这一小节我们将简单勾勒出双曲几何的两个模型, 即双曲平面模型和 Poincaré 单

位圆盘模型,它们是双曲几何最基本的两个例子.

在欧式几何中有度量, 可以刻画曲线长度, 而两点之间线段最短. 那么, 若空间是弯

曲的, 什么是“直线”, 又如何刻画长度呢？如对黎曼球面而言, 不难想象, 球面上的“直线

段”就是球面上圆心在球心处的圆弧, 两点的距离就是连接它们的这样的圆弧（取劣弧）

的长度. 实际上, 不论是对于欧式空间还是黎曼球面, 亦或是我们将要讨论的双曲几何

的两个模型而言,曲线长度、距离等等都是由空间上的度量所决定的.
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为此我们先回顾度量的概念. 非空集合 X 上的度量即为一个正定、对称且满足三

角不等式的函数 d : X × X → R. 对一般的空间而言, 为衡量曲线长度, 我们需要黎曼度

量, 它是在逐点的切空间上定义的度量, 且整体看是光滑的. 不过对于我们要考虑的模

型而言, 每点的切空间和 C 是同构的, 因此我们这里只简单地考虑度量. 从本质上说, 双

曲平面模型和 Poincaré 单位圆盘模型不过是分别定义了一种特殊的度量的上半平面 H
和单位圆盘 D.

在欧式空间中, 两点的距离定义为连接它们的线段长度. 笼统地说, 这里也是一样.

我们先定义上半平面 H上分段光滑曲线的长度,用曲线长度的下确界来定义距离. 可以

证明,曲线长度的下确界是可以达到的（下述双曲直线）.

定义 1.11.1 (曲线在双曲平面的长度) 设 f : [a, b] → H 为分段光滑曲线, 定义 f 的

双曲长度为

lH(f ) =
∫

f

1

Im(z)
|dz| =

∫ b

a

1

Im(f (t))
|f ′(t)| dt. (1-30)

为什么要这样定义曲线长度呢？这是因为我们要求曲线长度在任何上半平面 H到

自身的解析自同构下保持不变,详细的推导过程请参看 [20]第三章第 2节.

于是,上半平面 H上两点 x, y 的距离定义为

dH(x, y) = inf{lH(f ) | f ∈ Ω(x, y)}.

其中, Ω(x, y)是所有连接 x 和 y 的分段光滑曲线. 可以证明, dH 确实是 H上的度量.

对任意双曲平面中的两点 x, y, 存在唯一一条连接 x 和 y 的长度最短的曲线段, 我

们称之为连接 x, y 的（双曲）直线段. 实际上, 这样的曲线段形如垂直于实轴的直线段

或圆心在实轴上的圆弧. 把它们“延长”即得双曲直线. 它们是对欧式空间中直线（段）

的推广. 具体的证明还是请感兴趣的同学查阅 [20]第三章.

注意到对任意双曲平面中的两点 x, y, 存在分式线性变换 γ ∈ Aut(H), 使得

γ(x) = iµ和 γ(y) = iλ在虚轴上半轴上. 我们自然得到下述事实：

定理 1.11.2 (双曲平面上两点距离) 设 x, y ∈ H, µ和 λ如上所述, 则

dH(x, y) =
∣∣∣∣log λµ

∣∣∣∣ .
理解了双曲平面模型,也就理解了 Poincaré单位圆盘模型. 一言蔽之, Poincaré单位

圆盘模型就是利用共形映射

φ(z) = −i
z − i
z + i

把双曲平面模型搬到单位圆盘上来.
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定义 1.11.3 (曲线在 Poincaré单位圆盘的长度) 设 f : [a, b] → D 为分段光滑曲线,

定义 f 的双曲长度为

lD(f ) = lH(φ−1 ◦ f ). (1-31)

计算,得

lD(f ) =
∫
φ−1◦f

1

Im(z)
|dz|

=

∫ b

a

1

Im(φ−1 ◦ f )(t)

∣∣∣(φ−1 ◦ f
)′
(t)
∣∣∣ dt

=

∫
f

1

Im(φ−1(z))

∣∣∣(φ−1
)′
(z)
∣∣∣ dz

=

∫
f

2

1− |z|2
dz. (1-32)

同理, Poincaré单位圆盘上的测地线即为与单为圆周垂直（交点处切线垂直）的圆

弧或延长线为直径的线段,如下图所示.

图 1.11.1 Poincaré单位圆盘上的测地线

我们称双曲平面（或 Poincaré 单位圆盘）上两条不相交的线平行（parallel）. 在

这个意义下,过直线一点有无数条直线与该直线平行！

最后, 双曲平面和 Poincaré 单位圆盘模型都可以看作黎曼流形的特例, 它们对应的

黎曼度量分别为 h = dz2/Im2(z) 和 g = dz2/(1− z2)2. (1-30) 式和 (1-32) 式中曲线长度的

表达就是用 Riemann距离函数给出的曲线长度的定义,详见 [7]第十三章第 2节.

1.12 习题

1. 证明注1.1.5（3）. 利用该结果,证明黎曼可去奇点定理：若 f 在开集 Ω除其内一

点 z0 解析且有界,那么 z0 是可去奇点.

2. 设解析函数列 {fn} 和函数 f 定义在区域 Ω 上, 且 fn 在 Ω 的紧子集上一致收敛到

f ,证明：fn 的 m 阶复导数在 Ω的紧子集上一致收敛到 f 的 m 阶复导数.

3. 证明：若解析函数 f : |z| < 1 → |z| < 1的逆映射也解析,那么 f 形如

f (z) = eiθ z − z0
1− zz̄0

,
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其中 z0 ∈ D and θ ∈ R.

4. 证明：级数

∞∑
n=1

n−z

在 {z ∈ C|Re(z) > 1}的紧子集上一致收敛. (这里 n−z = e−z log n).

5. 证明：对复平面内任意四个互异的点, 总存在分式线性变换把它们分别映到

1, −1, k 和 −k,其中 k 的取值依赖于给定的四个点.

6. 设 Ω1, Ω2 ⫋ C 是单连通区域. 若 Iso(Ω1, Ω2)表示从 Ω1 到 Ω2 的解析双射,证明：

任意给定 z0 ∈ Ω1,映射

Φ : Iso(Ω1, Ω2) → Ω2 × {|z| = 1}

f 7→
(

f (z0),
f ′(z0)
|f ′(z0)|

)
是双射.

7. 设 D1 和 D2 为 Jordan 区域, z1, z2, z3 和 w1, w2, w3 分别是 ∂D1 和 ∂D2 上逆时针

排列的 3个点. 证明：存在共形映射 f : D1 → D2,且其连续开拓把 zj 映成 wj (j = 1, 2, 3).

8. 证明：

F(z) =
∫ z

0

(1− ωn)−
2
n dω

是 D := {|z| < 1}到某个正 n 边形的共形映射.

9. 设 0 < k < 1,

F(z) =
∫ z

0

dw√
(1− w2)(1− k2w2)

,

其中 Im(z) > 0. 记 f (z)为 F−1 的亚纯开拓（整个复平面）. 令：

K =

∫ 1

−1

dt√
(1− t2) (1− k2t2)

, K′ =

∫ 1
k

1

dt√
(t2 − 1) (1− k2t2)

.

(1) 证明：K = K′ 当且仅当存在把 −1/k, −1, 1和1/k 分别映到 −1, 1, 1/k和 − 1/k 的

分式线性变换,从而 K = K′ 当且仅当 k =
(√

2− 1
)2
.

(2) 证明：f (z)是奇函数, f
(
z + K

2

)
是偶函数.

10. 设

S(f ) =
f ′′′

f ′
− 3

2

(
f ′′

f ′

)2

=

(
f ′′

f ′

)′

− 1

2

(
f ′′

f ′

)2

称为 f 的 Schwarz导数.
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(1) 证明：

S(f ◦ g) = (S(f ) ◦ g) (g′)
2
+ S(g).

(2) 计算 S (f −1).

11. 若 f 在某点有 n(n ≥ 2)阶零点或极点,求该点处 f 的 Schwarz导数 S(f )的主项.

12. 证明：函数 (ez − 1)−1 在原点处的 Laurent展开式形如

1

z
− 1

2
+
∑
k≥1

(−1)k−1 Bk

(2k)!
z2k−1,

其中 Bk ∈ Q. 计算 B1, B2 和 B3.
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第 2章

级数部分

笔记的第二部分, 我们将从级数的角度探讨解析函数和亚纯函数的性质. 第2.1-

2.3小节将证明Mittag-Leffler定理和Weierstrass定理,并简要介绍 Cousin第一、第二问

题. 之后的第2.4-2.7小节, 我们则将利用这两大定理着眼于一些特殊函数, 诸如 Γ 函数、

黎曼 ζ 函数和 Θ 函数. 最后, 我们还将再探椭圆函数, 从级数的角度来更进一步认识它

（第2.8小节）.

在讨论特殊函数时, 本笔记将尽可能地提及它们与以往所学知识的联系, 或是介绍

它们与其他数学分支的联系. 例如：在数学分析中已经介绍过的 Γ 函数, 这里将会从复

变函数的角度重新定义；介绍 Θ 函数时, 还将提及它在组合数学中的应用, 习题中体现

了 Θ函数与微分方程的联系等等.

2.1 Mittag-Leffler定理

这一小节, 我们将证明 Mittag-Leffler 定理, 从而更深入地了解亚纯函数与其极点之

间的关系. 虽然所述定理可以建立在定义域为任何复平面中的开集的亚纯函数上, 但简

单起见,我们只考虑定义域为整个复平面的情形.

我们知道, 对定义在复平面上的亚纯函数 f 而言, 若它在 z = z0 处为 N 阶极点, 则

它在 z = z0 处有洛朗展开

∞∑
k=−N

ck(z − z0)k.

其中,我们称

−1∑
k=−N

ck(z − z0)k

为 f 在 z = z0 处洛朗展开的主项（或主要部分）.

给定复平面上的亚纯函数, 我们可以求出它对应的极点和主项. 那么, 若给定极点

和其对应的主项, 能否构造出一个复平面上的亚纯函数, 使得它的极点和主项恰是所给

定的呢？

实际上,答案恒是肯定的.我们有如下结果：
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定理 2.1.1 (Mittag-Leffler) 给定复数列 {zn} ∈ C, n ∈ N+ 且 limn→∞ |zn| = ∞ 和主项

Pn =

−1∑
k=−Nn

c(n)k (z − zn)
k,

其中 Nn ∈ N+且c(n)Nn
6= 0, 那么存在定义在复平面上的亚纯函数, 使得它恰以 zn, n ∈ N+

为极点, 以 Pn 为 z = zn 处洛朗展开的主项.

粗略地说,
∑

n≥1 Pn 就差不多是我们所需要的亚纯函数,但它可能是发散的. 为解决

这个问题, 我们对求和做些调整, 即添加适当的“抵消项”, 且不改变极点的主项. 下面我

们把这种想法大致写下来. 对一般情形,详细的证明可以查阅 [4]第八章第 4节.

证明: 令 Rn = infk≥n |zn|,则当 n → ∞时, Rn → ∞.

不妨假设 zn 6= 0, ∀ n ∈ N+（将 z = 0为极点的情形单独讨论即可）,那么 Rn > 0且

对 ∀m ≥ n,有 Rn/2 < |zm|.从而 Pn 在 RnD := {z ∈ C | |z| < Rn}上解析.

由 Rouge定理,存在多项式函数 pn,使得 ||Pn − pn||(Rn/2)D < 2−n.

因此, 一方面, 级数
∑

m≥n (Pm − pm) 在 (Rn/2)D 的紧子集上一致收敛到一个定义在

(Rn/2)D上的解析函数. 另一方面,注意
∑

m<n (Pm − pm)是亚纯函数,且与函数
∑

m<n Pm

有同样的极点和对应的主项.

从而,结合上述两方面及注1.3.6,得
∑

n≥1(Pn − pn)在 C \ {zn | n ∈ N+}解析,且具有

所要求的性质. □

注 2.1.2 若 f , g 为复平面上的亚纯函数, 且含有相同的极点和对应的主项, 那么

f − g 为整函数. 于是, 上述定理中的亚纯函数并不唯一, 我们可以通过与解析函数做和

来得到其它符合条件的亚纯函数.

我们来看一个例子.

例 2.1.3 求函数 π2/(sin2 πz) 的级数展开式.

注意到函数

f1(z) =
π2

sin2 πz

在 z = n, n ∈ N+ 处有二阶极点, 且对应的主项为 1/ ((z − n)2). 自然考虑级数

f2(z) =
∑
n∈Z

1

(z − n)2
.

该级数在 C \ Z 的紧子集上一致收敛（无需调整！）, 我们有∑
n∈Z

1

(z − n)2
− π2

sin2 πz
= φ(z).

其中, φ(z) 是整函数.
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下面证明 φ ≡ 0.

容易看出, f1(z) 和 f2(z) 都以 1 为周期. 且对 f1(z), 由

|sin πz| = 1

2

∣∣eiπz − e−iπz
∣∣ ≥ 1

2

∣∣ |eiπz| −
∣∣e−iπz

∣∣ ∣∣ = 1

2

∣∣eπIm(z) − e−πIm(z)
∣∣ ,

得：当 Im(z) → ∞ 时, f1(z) → 0.

对 f2(z), 由∣∣∣∣∣∑
n∈Z

1

(z − n)2

∣∣∣∣∣ ≤∑
n∈Z

1

|z − n|2
≤
∑
n∈Z

1

(Re(z)− n)2 + Im2(z)
≤ 1

Im2(z)
+
∑
n∈Z

1

n2 + Im2(z)
,

得：当 Im(z) → ∞ 时, f2(z) → 0.

从而当 Im(z) → ∞ 时, φ(z) = f1(z)− f2(z) → 0. 因此由 Liouville 定理立即得 φ ≡ 0.

也即：

π2

sin2 πz
=
∑
n∈Z

1

(z − n)2
. (2-1)

通常意义下,级数 ∑
n∈Z

1

z − n

是发散的. 那么,我们能赋予它意义么？Mittag-Leffler定理给出了肯定的答案.

我们先添加一些“抵消项（counterterms）”,考虑

1

z
+

∑
n∈Z\{0}

(
1

z − n
+

1

n

)
(2-2)

这样一来, 上式在 C \ Z 上收敛到一个解析函数, 因为当 |z| = R > 0（z /∈ Z）且

|n| ≥ [R] + 1时, (这里 [·]是取整函数)∣∣∣∣∣∣∣∣ 1

z − n
+

1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∣∣∣ z
n(z − n)

∣∣∣∣∣∣∣∣
RD

≤ R
|n|(|n| − R)

且
∑

|n|≥[R]+1

R
|n|(|n| − R)

<∞.

令

gm(z) =
∑
|n|≤m

1

z − n
,

则 gm(z)在 C \ Z的紧子集上一致收敛,从而 g′
m(z)在 C \ Z的紧子集上一致收敛. 于是

g′
m(z) = −

∑
|n|≤m

1

(z − n)2
→ −

∑
n∈Z

1

(z − n)2
= − π2

sin2 πz
,当m → ∞.

令 g(z) = limm→∞ gm(z)（在上述意义下）,则 g′(z) = π2/(sin2 πz). 注意到

(cot πz)′ =
(
cos πz
sin πz

)′

= − π

sin2 πz
,
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立即得

g(z) = π cot πz + C,

其中 C ∈ C为常数. 而 g(z)为奇函数,所以 C = 0. 也就是说：

1

z
+

∑
n∈Z\{0}

(
1

z − n
+

1

n

)
= lim

m→∞

∑
|n|≤m

1

z − n
= π cot πz. (2-3)

这种求和方法可以为研究一类级数带来方便, 它被大数学家 André Weil 称为

“Eisenstein求和法（Eisenstein Summation）”.

2.2 Weierstrass定理

与第一小节相对应, 这一小节我们将证明 Weierstrass 定理, 从而更深入地了解解析

函数与其零点之间的关系.

在此之前,我们先对涉及到的无穷乘积的相关知识做简要回顾.

定义 2.2.1 (无穷乘积的收敛性) 设 {zn}, n ∈ N+ 为一列复数, 若极限

lim
n→∞

n∏
k=1

zk

存在且不为零, 则称无穷乘积
∏∞

n=1 zk 收敛.

记 log z = {w ∈ C | ew = z}, Log z 为 log z 中虚部在 (−π, π]之间的唯一复数 w,另记

arg z = Im(log z), Arg z = Im(Log z).

有下述事实：

命题 2.2.2
∏

k≥1 zk 收敛等价于
∑

k≥1 Log zk 收敛.

证明:

‘‘ ⇒ ” 记
∏

k≥1 zk 收敛到 z = reiθ, −π < θ ≤ π, pn =
∏n

k=1 zk 和 l(pn) = Log |pn| + iθn, 其

中 θ − π < θn ≤ θ + π. 于是 pn → z. 再记 sn =
∑n

k=1 Log zk, 则 esn = pn, 从而

sn = l(pn) + 2πikn, kn ∈ Z.

由
∏

k≥1 zk 收敛, sn − sn−1 = Log zn → 0, l(pn)− l(pn−1) → 0. 因此, kn − kn−1 → 0. 注

意 kn 是整数,从而存在 n0 ∈ N+,使得对任意 n ≥ n0, kn = k. 从而 sn → l((z) + 2πik,

即
∑

k≥1 Log zk 收敛.

‘‘ ⇐ ” 记 sn =
∑n

k=1 Log zk → s,则 pn = esn → es,即
∏

k≥1 zk 收敛.

□
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注 2.2.3
∏

k≥1 zk 收敛推不出
∑

k≥1(zk − 1) 收敛, 而后者也推不出前者. 具体例子可

见 [21] 第九章第 7 节.

定义 2.2.4 (无穷乘积的绝对收敛性) 若无穷级数
∏

k≥1 zk 满足
∑

k≥1 |Log zk| <∞,则

称其绝对收敛.

在2.2.3中, 若将“收敛”改为“绝对收敛”, 那么两个条件就是等价的, 即我们有下述命

题：

命题 2.2.5
∏

k≥1 zk 绝对收敛当且仅当
∑

k≥1 |zk − 1| <∞.

证明: 注意

lim
z→1

Log z
z − 1

= 1.

因此,存在 ε > 0,使得当 |z − 1| < ε时,

1

2
≤
∣∣∣∣Log z
z − 1

∣∣∣∣ ≤ 2.

从而
∑

k≥1 |Log zk|收敛当且仅当
∑

k≥1 |zk − 1|收敛. □

我们还可以把类似的结论推广到解析函数上, 这里只给出最后结果, 详细证明请查

阅 [4]第七章第 5节.

定理 2.2.6 设 Ω 为复平面中的区域, {fn}, n ∈ N+ 为 Ω 上的一列解析函数, 且每个 fn

都不恒为 0. 若
∑

n≥1[fn(z)− 1] 在 Ω 的紧子集上绝对且一致收敛, 那么
∏

n≥1 fn(z) 收敛到

Ω 上的解析函数.

有了这些铺垫, 现在来考虑这一小节的主要问题. 我们已经知道, 给定极点和其对

应的主项, 可以构造出一个复平面上的亚纯函数, 使得它的极点和主项恰是所给定的.

实际上,把极点换成零点、亚纯函数改成解析函数,答案依然恒是肯定的. 我们有如下结

果：

定理 2.2.7 (Weierstrass定理) 给定复数列 {zn} ∈ C, n ∈ N+ 且 limn→∞ |zn| = ∞, 则

存在一个整函数, 使得它恰以 zn, n ∈ N+ 为零点（以重数计阶数）. 这样的函数形如

f (z) = zmeg(z)
∏
n≥1

(
1− z

zn

)
e

z
zn
+···+ 1

kn (
z

zn )
kn

. (2-4)

其在 z = 0 处为 m 阶零点, m ≥ 0 且 {zn}, n ∈ N+ 为非零复数列.

粗略地说, zm∏
n≥1 (1− (z/zn)) 就差不多是我们所需要的解析函数, 但它可能是发

散的,即级数
∑

n≥1 Log (1− (z/zn))可能是发散的. 为使该级数在紧集上一致收敛,我们

依然使用添加“抵消项”的老办法. 注意到以下事实：
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引理 2.2.8 若 ζ ∈ C 且 |ζ| < 1, 则 Re (1− ζ) > 0, −π/2 < Arg (1− ζ) < π/2 且

−
∑
k≥1

ζk

k
= Log (1− ζ).

这个引理是自然的,这里不赘述其证明.

我们现在把定理的证明大致写下来.

证明: 由 Runge定理,令 Rn = infk≥n |zk| > 0, pn(z)为使得∣∣∣∣∣∣∣∣Log (1− z
zn

)
− pn(z)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Rn
2
D
< 2−n

的多项式函数. 特别地,根据上述引理 (引理2.2.8)我们取

pn(z) = −
kn∑

k=1

1

k

(
z
zn

)k

,

其中 kn 满足
∑

k>kn
1/k |Rn/(2zn)|k < 2−n.

令 gn(z) = Log (1− (z/zn)) − pn(z), 则对任意 k ≥ n, 有 ||gk||Rn/2D < 2−k. 因此∏
k≥n egk 满足 ||egk − 1|| Rn

2
D < e2−k−1.于是

∏
k≥n egk 在 Rn/2D的紧子集上一致收敛. 因此,

P(z) = zm
∏
n≥1

(
1− z

zn

)
e

z
zn
+···+ 1

kn (
z

zn )
kn

(2-5)

在复平面的紧子集上一致收敛. 再由注1.3.6,得 P(z)为整函数,且具有所要求的性质.

若 f 为整函数且与 P 有完全相同的零点（包括重数）,那么函数 f/P 为整函数且无

零点. 因此,存在整函数 g,使得 f/P = eg,也即 f 形如 (2-4)式. □

注 2.2.9 选择 {kn}, n ∈ N+ 时,我们可以令其中有限个为 0. 另外,对满足
∑

j≥1 1/|znj| <
∞ 的子列 ni, 也可以直接令所有 {knj} 为 0.

下面考虑一类特殊情形：形如 (2-5) 式的乘积 P(z) 中所有 kn 均为同一个常数

h ∈ N,也即 kn = h, ∀ n ∈ N+ 的情形. 我们把这样的乘积 P(z)称为典范乘积（Canonical

Product）.

先来探究典范乘积收敛的一个充分条件. 由 limn→∞ |zn| = ∞, 可取 ρ > 0, 使得

|zn| > ρ, ∀ n ∈ N+. 在Weierstrass定理（定理2.2.7）的证明中,有：当 |zn| > ρ时,∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣Log

(
1− z

zn

)
+

kn∑
k=1

1

k

(
z
zn

)k
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
ρD

≤
∑
k>kn

1

k

(
ρ

|zn|

)k

.

从而 ∑
n≥1

∑
k>n

1

k

(
ρ

|zn|

)k

<∞ ⇒ 典范乘积收敛.
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注意到

1

h + 1

(
ρ

|zn|

)h+1

≤
∑
k>h

1

k

(
ρ

|zn|

)k

≤ 1

h + 1

(
ρ

|zn|

)h+1

· 1

1− ρ
|zn|
,

由此推知典范乘积收敛的一个充分条件为：对某个 h ∈ N,有∑
n≥1

1

|zn|h+1
<∞.

自然地,引出如下定义：

定义 2.2.10 (亏格[1]（genus）) 设 P(z) 为典范乘积. 称

h = inf

{
m ∈ N

∣∣∣∣∣∑
n≥1

1/|zn|m+1 <∞

}

为典范乘积 P(z) 的亏格, 记之为 genusP(z). 如果整函数 f (z) = eg(z)P(z), P(z) 为典

范乘积且 g(z) 为多项式函数, 那么称 f 亏格有限, 并定义解析函数 f (z) 的亏格为

max(deg g(z), genus(P(z))).

来看一些例子.

例 2.2.11 设 C ∈ C 为常数, 非零复数列 {zn} 满足
∑

k≥1 1/|zn| <∞. 则解析函数

f (z) = Czm
∏
k≥1

(
1− z

zn

)
的亏格为 0.

例 2.2.12 设 C, α ∈ C为常数,非零复数列 {zn}满足
∑

k≥1 1/|zn| = ∞且
∑

k≥1 1/|zn|2 <
∞, 或 α 6= 0 且非零复数列 {zn} 满足

∑
k≥1 1/|zn| <∞. 则解析函数

f (z) = Czmeαz
∏
k≥1

(
1− z

zn

)
的亏格为 1.

例 2.2.13 考虑函数 f (z) = sin πz 的无穷乘积展开式.

首先 f (z) 所有零点为 z = n, n ∈ Z, 且
∑

n∈Z\{0} 1/|n| = ∞,
∑

n∈Z\{0} 1/n2 <∞.

于是亏格为 1 的典范乘积

P(z) = z
∏

n∈Z\{0}

(
1− z

n

)
e

z
n

[1]. 这里将 Dan-Virgil Voiculescu教授讲稿中的“genus of a canonical product”中的“genus”暂译为“亏格”.
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收敛, 且存在整函数 g(z), 使得

sin πz = eg(z)z
∏

n∈Z\{0}

(
1− z

n

)
e

z
n . (2-6)

两边取对数导数, 得

π cot πz = g′(z) +
1

z
+

∑
n∈Z\{0}

(
1

n
+

1

z − n

)
︸ ︷︷ ︸

(2−3)式

.

= g′(z) + π cot πz.

于是 g′(z) = 0, g(z) = C 为常值函数. 代入 (2-6) 式, 即

sin πz = eCz
∏

n∈Z\{0}

(
1− z

n

)
e

z
n .

在上式中两边同除以 z, 再令 z 趋于 0 取极限, 得 eC = π. 即：

sin πz = πz
∏

n∈Z\{0}

(
1− z

n

)
e

z
n . (2-7)

也可以写为

sin πz = πz
∏
n≥1

(
1− z2

n2

)
. (2-8)

最后我们介绍性地提及亏格与解析函数阶的关系.

定义 2.2.14 (增长的阶（order of growth）) 设函数 f 为整函数. 定义其增长的阶为

ρ = lim
R→+∞

log (log ||f ||RD)
logR

.

它可以等价表述为

ρ = inf
{

m ≥ 0
∣∣ |f (z)| ≤ C1eC2|z|m

}
.

数学家 Jacque Hadamard证明了下述定理：

定理 2.2.15 设整函数 f 亏格有限, 若记其亏格为 h, 增长的阶为 ρ, 则 ρ ∈ [h, h + 1].

证明: 见 [4]第十一章第 2-3节. □

2.3 *Cousin第一、第二问题

这一小节, 我们将由 Mittag-Leffler 定理和 Weierstrass 定理引出 Cousin 第一、第二

问题, 目的是拓宽数学视野. 简言之, Cousin 第一、第二问题是关于满足某些特定“局部
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信息”的（多）复变亚纯函数的存在性的问题, 它们由数学家 Perre Cousin 在 1895 年提

出并给出部分解答. 这里只介绍问题的提出, 至于其解答, 则远超出本笔记的范围, 恕不

介绍.

我们先来回顾 Mittag-Leffler定理. 这个定理告诉我们,对于给定的一列模趋于无穷

的极点 zk 和对应的主项 Pk,总存在复平面上的亚纯函数,使得它的极点和主项恰是所给

定的 zk 和 Pk.

那么,考虑 {Ui}i∈I 为复平面 C的有界开覆盖,令

φi =
∑

k | zk∈Ui

Pk.

注意到该求和为有穷和（否则 {zk} 有凝聚点, 这与亚纯函数极点的孤立性矛盾）, 推知

φi 在开集 Ui 上为亚纯函数. 且函数

hij := φi − φj

在 Ui ∩ Uj 上解析. 因此,若能找到 Ui 上的解析函数 hi,使得

hi(z)− hj(z) = hij(z), ∀ z ∈ Ui ∩ Uj,

则有

(φi − hi)|Ui∩Uj = (φj − hj)|Ui∩Uj ,

从而存在复平面上的亚纯函数 f 满足

f |Ui = φi − hi, ∀ i ∈ I.

因此 f 恰有给定的极点和主项. 所以我们自然会问：“满足条件的 hi”是否存在？实际上

这就是 Cousin第一问题,也称 Cousin加性问题：

设 {Ui}i∈I 是 C的有界开覆盖,给定定义在 Ui ∩ Uj 上的解析函数 hij,使得

(1) hij(z) = −hji(z), ∀ z ∈ Ui ∩ Uj;

(2) hij(z) + hjk(z) + hki(z) = 0, ∀ z ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk.

是否一定存在定义在 Ui 上的解析函数 hi,使得

hi(z)− hj(z) = hij(z), ∀ z ∈ Ui ∩ Uj ？

由上面的分析知道, Cousin第一问题有解可立即推得 Mittag-Leffler定理.

我们再来看 Weierstrass 定理. 它则告诉我们, 对于给定的一列模趋于无穷的点列

zk,总存在整函数,使得它的零点（以重数计）恰是所给定的 zk.
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类似地,取复平面的有界开覆盖,仍记为 {Ui}i∈I . 令

ψi =
∏

k | zk∈Ui

(z − zk).

那么函数

gij := ψi/ψj

在 Ui ∩ Uj 上解析, 且可逆（即恒不为 0）. 若能找到定义在 Ui 上的可逆解析函数 gi, 使

得

gi(z)
gj(z)

= gij(z), ∀ z ∈ Ui ∩ Uj,

则有

ψi(z)
gi(z)

=
ψj(z)
gj(z)

, ∀ z ∈ Ui ∩ Uj,

从而存在整函数 f ,满足

f |Ui =
ψi

gi
.

满足条件的 gi 的存在性则对应 Cousin第二问题,也称 Cousin乘性问题：

设 {Ui}i∈I 是 C的有界开覆盖,给定定义在 Ui ∩ Uj 上的解析函数 gij,使得

(1) gij(z) = g−1
ji (z), ∀ z ∈ Ui ∩ Uj;

(2) gij(z) + gjk(z) + gki(z) = 0, ∀ z ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk.

是否一定存在定义在 Ui 上的解析函数 gi,使得

gi(z)/gj(z) = gij(z), ∀ z ∈ Ui ∩ Uj ？

由上面的分析知道, Cousin第二问题有解可立即推得Weierstrass定理.

Cousin 第一、第二问题可以自然推广到定义在一般复流形的多复变函数上. 如今,

我们已经可以对这两个问题做出完整的回答, 办法是利用同调的工具, 需要用到解析函

数构成的 Čech 同调（Cohomology）中的层（Sheaf）的知识. 感兴趣的同学请查阅 [24]

第五章作初步了解.

2.4 从复分析看 Γ 函数

这一小节, 我们将从无穷乘积的角度引入 EulerΓ 函数, 介绍它的一些基本性质, 并

证明这种定义与数学分析中 Γ 函数的定义是等价的. 本节习题2.则给出了另一个 Γ 函

数的重要性质.
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我们之前已经证明了

sin πz = πz
∏

n∈Z\{0}

(
1− z

n

)
e

z
n ,

它的零点是整数全体 Z, 现在来考虑零点是负整数全体的典范乘积（它将指引我们到

EulerΓ函数）,即

G(z) =
∏
n≥1

(
1 +

z
n

)
e−

z
n . (2-9)

G(z − 1)的零点自然是非正整数全体,由Weierstrass定理（定理2.2.7）得

G(z − 1) = zeγ(z)G(z),

其中 γ(z)为整函数. 在上式两边取对数导数,有∑
n≥1

( 1
n

1 + z−1
n

− 1

n

)
= γ′(z) +

1

z
+
∑
n≥1

( 1
n

1 + z
n
− 1

n

)
.

因此

γ′(z) = −1

z
+
∑
n≥1

(
1

z + (n − 1)
− 1

z + n

)
= −1

z
+

1

z
= 0,

即 γ(z) = γ 为常数,

G(z − 1) = eγzG(z). (2-10)

实际上, γ就是我们熟知的 Euler-Mascheroni常数,理由如下：在 (2-10)式中取 z = 1,

得

1 = G(0) = eγG(1).

从而由

γ = − lim
n→∞

n∑
k=1

(
(log(n + 1)− log n)− 1

n

)
= lim

n→∞

(
1 + · · ·+ 1

n
− log n

)
即知（回顾 [21]第一章第 7节习题 9-10,或许你会觉得有趣）.

现在令

H(z) = eγzG(z), (2-11)

则有

H(z − 1) = eγ(z−1)G(z − 1) = eγ(z−1)eγzG(z) = eγzzG(z) = zH(z),
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即

H(z) = (z + 1)H(z + 1). (2-12)

再令

Γ(z) =
1

zH(z)
, (2-13)

则

Γ(z + 1) =
1

(z + 1)H(z + 1)
=

1

H(z)
=

z
zH(z)

= zΓ(z).

综上, Γ(z)是亚纯函数,且在非正整数点处为单极点,没有零点,满足函数方程

Γ(z + 1) = zΓ(z). (2-14)

再综合 G(z), H(z)和 Γ(z)的定义（即 (2-9)、(2-11)和 (2-13)三式）,得

Γ(z) = z−1e−γz
∏
n≥1

(
1 +

z
n

)−1

e
z
n . (2-15)

根据 G(z) 和 sin πz 无穷乘积展开的关系, 还可以得到一个数学分析中我们已经熟

知的关于 Γ函数的函数方程. 根据 G(z)的定义,我们有

G(−z) · z · G(z) = z
∏

n∈Z\{0}

(
1− z

n

)
e

z
n =

sin πz
π

.

又由

G(z) = e−γzH(z) = e−γz 1

zΓ(z)
,

代入得

sin πz
π

= zG(z)G(−z) = ze−γz 1

zΓ(z)
eγz 1

−zγ(−z)
=

1

(−z)Γ(−z)Γ(z)
=

1

Γ(1− z)Γ(z)
,

也即

π

sin πz
= Γ(z)Γ(1− z). (2-16)

我们接着讨论 Γ 函数的一些特殊函数值, 这些还是我们在数学分析中所熟知的结

果. 首先

Γ(1) = lim
z→0

Γ(1 + z) = lim
z→0

zΓ(z) = 1, Γ(2) = 1 · Γ(1) = 1.

再由 (2-14)式,结合数学归纳法不难得到

Γ(n) = (n − 1)!, ∀ n ∈ N+. (2-17)
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(2-15)式告诉我们 t > 0时, Γ(t) > 0. 因此,在 (2-16)式中取 z = 1/2,得

Γ

(
1

2

)
=

√
π.

同样由数学归纳法得到

Γ

(
n +

1

2

)
=

(2n − 1)!!

2n

√
π, ∀ n ∈ N+. (2-18)

现在, 让我们回忆数学分析中 Γ 函数的定义（不熟悉的同学可以查阅 [22] 第十一

章第三节例 4和第二十章第 4节）,暂记为 Γ̃以示区分：

Γ̃(s) =
∫ ∞

0

e−tts−1 dt. (2-19)

我们知道实函数 Γ̃(s)的定义域是 s > 0,办法是把它拆成

I1(s) =
∫ 1

0

e−tts−1 dt 和 I2(s) =
∫ ∞

1

e−tts−1 dt

两部分, 然后得到积分 I1 在 s > 0 时收敛, I2 不论 s 为何值都收敛. 因此, 自然有：对复

变量 s, I1 在 Re (s) > 0时收敛, I2 在 s ∈ C都收敛.

那么 Γ̃(s)什么时候解析呢？有如下结果：

命题 2.4.1 如 (2-19) 式定义的 Γ̃(s) 可以延拓到右半平面 Re (s) > 0 上, 且仍由该式

给出.

为证明这个命题,我们索性给出一个更一般的引理.

引理 2.4.2 设函数 F(z, s) 定义在 Ω × [0, 1] 上, 其中 Ω 是复平面中的开集. 假设 F

满足

(1) 对每个 s ∈ [0, 1], 函数 F(z, s) 在 Ω 内解析.

(2) 函数 F(z, s) 在 Ω× [0, 1] 上连续.

那么函数

f (z) =
∫ 1

0

F(z, s) ds

在 Ω 上解析.

这个引理是 Morera 定理（定理1.1.2）和紧集上一致收敛的又一应用. 为证明 f 在

Ω上解析,只需 f (z)在 Ω内的任意圆盘 D 上解析. 而由Morera定理,只需对任意包含于

D 内的三角形闭曲线 T有 ∫
T

∫ 1

0

F(z, s) ds dz = 0.
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若能交换求和次序, 则问题迎刃而解. 因此, 我们的想法是把积分表达成黎曼和的极限,

再利用一致收敛的性质. 我们把它仔细写下来.

证明: 对每个 n ∈ N+,考虑黎曼和

fn(z) =
1

n

n∑
k=1

F
(

z,
k
n

)
.

由条件 (1)知每个 fn 在 Ω内解析. 我们断言：在任意一个闭包含于 Ω内的圆盘 D 上,函

数列 {fn}一致收敛到 f .

下面证明断言. 注意到紧集上的连续函数是一致连续的, 即对任意 ε > 0, 存在

δ > 0,使得对任意 0 ≤ s1, s2 ≤ 1且 |s1 − s2| < δ,有

sup
z∈D

|F(z, s1)− F(z, s2)| < ε.

于是对 n > 1/δ, z ∈ D,有

|fn(z)− f (z)| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

∫ k
n

k−1
n

F
(

z,
k
n

)
− F(z, s) ds

∣∣∣∣∣
≤

n∑
k=1

∫ k
n

k−1
n

∣∣∣∣F(z,
k
n

)
− F(z, s)

∣∣∣∣ ds

<

n∑
k=1

ε

n

= ϵ.

最后,由定理1.3.5立即得 f 解析. □

回到命题2.4.1上. 依然把 Γ̃(s)拆成 I1(s)和 I2(s)两部分,对 I1(s),它的解析性是上述

引理的直接推论；对 I2(s), 对有限区间 [1, n] 利用上述引理, 再结合紧集上的一致收敛

的性质也可以得到其解析性.

我们现在来验证 Γ̃(s) 也满足与 Γ(s) 相同的函数方程, 并证明当 Re (z) > 0 时,

Γ̃(z) = Γ(z).

利用分部积分,当 Re (z) > 0时,对 1 < a < b <∞我们有：∫ b

a
tse−t dt = −ts e−t

∣∣b
a + z

∫ b

a
ts−1e−tdt.

又

lim
a→0+

ase−a = lim
b→∞

bse−b = 0,

所以

Γ̃(s + 1) = sΓ̃(s).
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且易知

Γ̃(1) =

∫ ∞

0

e−t dt = 1.

下证明 Γ̃(z) = Γ(z). 令

ψ(z) =
Γ̃(z)
Γ(z)

,

则 ψ(z)在 Re (z) > 0解析且满足

ψ(z + 1) = ψ(z), , ψ(1) = 1.

因此, ψ(z) 可以延拓为定义在整个复平面上的周期函数. 为证明 ψ(z) 为常值函数, 我们

令 z = x + iy,来估计

A(y) = sup
1≤x≤2

|ψ(x + iy)|.

对 Γ̃,有：

sup
1≤x≤2

|Γ̃(x + iy)| ≤ sup
1≤x≤2

∫ ∞

0

tx−1e−t dt = C1 <∞.

其中, C1 > 0为常数.

对 Γ,有：

sup
1≤x≤2

1

Γ(x + iy)
≤ |2 + iy|e2γ sup

1≤x≤2

∣∣∣∣∣∏
n≥1

(
1 +

x + iy
n

)
e−

x
n

∣∣∣∣∣
≤ C2(1 + |y|) sup

1≤x≤2

∏
n≥1

∣∣∣1 + iy
n

∣∣∣ ∣∣∣1 + x
n

∣∣∣ e− x
n︸ ︷︷ ︸

≤1

≤ C2(1 + |y|)
∏
n≥1

(
1 +

y2

n2

) 1
2

.

其中, C2 > 0为常数.

又由 (2-8)式,得

sin πz
πz

=
∏
n≥1

(
1− z2

n2

)
.

所以当 |y| ≥ 1时,

sup
1≤x≤2

1

Γ(x + iy)
≤ C2(1 + |y|)

∣∣∣∣sin πiy
πiy

∣∣∣∣ 12
≤ C2(1 + |y|)

(
eπ|y| + e−π|y|

2π|y|

) 1
2
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≤ C3eπ|y|.

其中, C3 > 0为常数.

因此对某个常数 C > 0及 |y| ≥ 1,有：

A(y) = sup
1≤x≤2

|ψ(x + iy)| ≤ Ceπ|y|. (2-20)

而 ψ 是解析函数,故上式对所有 y ∈ R成立.

因为 ψ(z + 1) = ψ(z),所以函数

h(w) := ψ

(
1

2πi
logw

)
在 C \ {0}上有定义且取值与 log的分支无关,从而 h(w)在 C \ {0}上解析,且 h (e2πiz) =

ψ(z). 于是 (2-20)式可以改写为：对任意 w ∈ C \ {0},

|h(w)| = |h(e2πiz)| ≤ Ceπ|y| = Cmax
(
eπy, e−πy)

= Cmax
(
|e2πiz|

1
2 , |e2πiz|−

1
2

)
= Cmax(|w|

1
2 , |w|−

1
2 ). (2-21)

我们断言 h(w) 为常数, 从而 ψ(z) = ψ(1) = 1 为常数, Γ̃(z) = Γ(z). 理由如下：考虑

h(w)的 Laurent展开式

h(w) =
∑
n∈Z

cnwn.

其中, cn = 1
2πi

∫
|w|=R w−n−1h(w) dw.由 (2-21)式,得

|cn| ≤
1

2π
2πRR−n−1max

(
R

1
2 , R− 1

2

)
= R−n

(
R

1
2 , R− 1

2

)
.

故当 n > 0时, limR→∞ |cn| = 0,当 n < 0时, limR→0 |cn| = 0,从而 h = c0 为常数.

综上,我们得到了下述定理：

定理 2.4.3 当 Re (z) > 0 时,

Γ(z) =
∫ ∞

0

tz−1e−t dt. (2-22)

注 2.4.4 Stein 书 [1] 第六章第 1 小节同样是讨论 Γ 函数, 但其讲法与这里正好相反：

先通过积分形式给出 Γ 函数, 然后将它解析开拓成整个复平面上的亚纯函数（在负整

数 z = −n 处有单极点, 留数为 (−1)nn!）, 再根据 Hadamard 定理（Weierstrass 定理（即

定理2.2.7）的改良版）导出它与利用无穷乘积表达的 Γ 函数的等价性.

最后, 利用 Γ 函数我们还可以得到著名的 Stirling公式, 感兴趣的同学请查阅 [2] 第

五章第 2小节.
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2.5 浅谈群上的 Fourier变换与 Mellin变换

这一小节, 我们将初步介绍 Mellin 变换和群上的 Fourier 变换, 为引入黎曼 ζ 函数

做铺垫. 由于同学们可能没有 Haar 测度的背景知识, 这里的讨论将只是启发性的, 部分

内容并不严格.

关于 Fourier 变换的参考书目有很多, 例如 Stein 书 [1] 的第四章和他专门介绍

Fourier 分析的书籍 [25]. 更深入的书籍如 Dinakar Ramakrishnan 的 [26], 请感兴趣的同

学查阅.

我们知道,若函数 f : R → C满足∫
R
|f (t)| dt <∞,

则可以定义

F f (x) :=
∫
R

f (t)eixt dt, (2-23)

称之为 f 的 Fourier变换.

这其实可以看作一般 Fourier 变换的特例. 我们知道, (R, +), (R+, ·) 等等都构成

Abel 群, 由此受到启发, 考虑 Fourier 变换在一些具有拓扑结构的 Abel 群上的推广, 为

刻画之,引入“拓扑群”的概念.

定义 2.5.1 设 (G, ·) 为一个群, 若在 G 上有拓扑 τ , 使得 G 上的运算 m 和取逆 i

m : G × G → G, i : G → G

(g, h) 7→ gh, g 7→ g−1

都连续, 则称 G 为拓扑群.

例如, 设数域 k = R 或 C, 则 k∗ := k \ {0} 和一般线性群 GLn(k) 在欧氏拓扑下为拓

扑（乘法）群；Rn, Cn 在欧氏拓扑下为拓扑（加法）群.

与 (2-23)式中 Fourier变换在平移 t → t + h, ∀ h ∈ R下不变类似,我们希望积分∫
G

f (g) dg

在 g 的“平移”下也不变,即∫
G

f (g1g) dg =

∫
G

f (g) dg, ∀ g1 ∈ G.

其中, f 是从 G 到 C的函数. 易知映射 f 7→
∫

G f (g) dg 为线性映射.

现在我们不严格地给出一般 Fourier 变换的形式定义. 设 G 为拓扑 Abel 群,

f : G → C 是满足“适当条件”的函数（这里只考虑 G = R 或 R+ 等特例, 故不对一般性
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的条件做介绍）, χ : G → {z ∈ C | |z| = 1}是连续的群同态,则称

F f :=

∫
G

f (g)χ(g) dg

为 f 的 Fourier变换.

容易看出, (2-23)式即是 G = R, χ(t) = eixt 的特例.

也可以只要求 χ : G → C∗. 特别地,复 Fourier变换（Fourier-Laplace变换）定义如

下：

F f (z) =
∫
R

f (t)ezt dt, ∀ z ∈ C.

可以证明,当 f 为具有紧支集的连续函数时, F f (z)为整函数.

我们知道, (R+, ·) ∼= (R, +),同构映射即为 t 7→ et. 那么,对连续群同态

χ : R+ → C∗, t → tz = ez log t,

相应的满足平移不变性的积分是什么呢？

回答并不困难. 可以取 ∫ ∞

0

f (t)
dt
t
.

理由很简单： ∫ ∞

0

f (t)
dt
t
=

∫
R

f (et)︸︷︷︸
记为g(t)

et dt
et =

∫
R

g(t) dt,

而右端的积分在平移下不变. 这时一个适当条件就可以为 f (et)绝对可积.

由此引出Mellin变换,即在 R+ 上的复 Fourier变换的定义：设 f : R+ → C绝对可

积,则 f 的 Mellin变换为 ∫ ∞

0

tzf (z)
dt
t
=

∫ ∞

0

tz−1f (t) dt.

由此, 上一小节中提及的积分形式的 Γ 函数 Γ̃（即 (2-19) 式）就是 f (t) = e−t 的

Mellin变换. 那么对于一族函数 fλ(t) = e−λt, λ > 0而言,有∫ ∞

0

tze−λt dt
t
=

∫ ∞

0

( t
λ

)z
e−λ(

t
λ)dt

t

= λ−z
∫ ∞

0

tze−t dt
t

= λ−zΓ(z).

换言之,我们证明了
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命题 2.5.2 对 λ > 0, Re (z) > 0, 有∫ ∞

0

tz−1e−λt dt = λ−zΓ(z).

记 R上函数 f 的 Fourier变换为 f̂ ,其中

f̂ (ξ) =
∫
R

f (x)e−2πixξ, ξ ∈ R.

对于这类 Fourier 变换, 我们假定 f 可以解析延拓到某个包含实轴的水平条带 Sa

（见下述定义2.5.3）,并给出一种适当条件的含义.

定义 2.5.3 (类 F) 对每个 a > 0, 设 f 满足以下两个条件

(1) f 在区域

Sa = {z ∈ C | |Im (z) < a|}

上解析；

(2) 存在常数 A > 0, 使得

|f (x + iy)| ≤ A
1 + x2

, ∀ x ∈ R且|y| < a.

记这样的 f : C → C 全体为类 Fa. 定义类 F = ∪a>0 Fa,

对于在类 F 中的函数 f , 可以证明 f̂ 依指数衰减, 且满足 Fourier 逆变换公式, 感兴

趣的同学请查阅 [1]第四章第 2节. 这里我们只证明 Possion求和公式.

定理 2.5.4 (Possion求和公式) 设 f ∈ F, 则∑
n∈Z

f (n) =
∑
n∈Z

f̂ (n). (2-24)

证明: 不妨设 f ∈ Fa, 取 0 < b < a. 函数 1/ (e2πiz − 1) 在整数 n 处有单极点. 因

此 f (z)/ (e2πiz − 1) 在整数 n 处有单极点, 留数为 f (n)/2πi. 对如下图所示的积分围道

γN , N ∈ N+ 应用留数定理,得 ∑
|n|≤N

f (n) =
∫
γN

f (z)
e2πiz − 1

dz.

由类 F 中的条件 (1) 得, 上式左端当 N → ∞ 时收敛, 且 f 在 γN 中两条垂直于 x 轴

的线段上的积分趋于 0. 记 L1 和 L2 分别是 γN 中平行于 x 轴, 其下方和上方的线段. 那

么,令 N → ∞取极限,有∑
|n|∈Z

f (n) =
∫

L1

f (z)
e2πiz − 1

dz −
∫

L2

f (z)
e2πiz − 1

dz. (2-25)
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. . . . . .
−1 0 1 N N + 1−N−N − 1

−N − 1
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− ib

γN

图 2.5.1 证明 Possion求和公式所用积分围道

注意到当 |w| > 1时,有

1

w − 1
= w−1

∞∑
n=0

w−n,

从而在 L1 上

1

e2πiz − 1
= e−2πiz

∞∑
n=0

e−2πinz.

同理,当 |w| < 1时,有

1

w − 1
= −

∞∑
n=0

wn,

所以在 L2 上

1

e2πiz − 1
= −

∞∑
n=0

e2πinz.

代入 (2-25)式,得

∑
n∈Z

f (n) =
∫

L1

f (z)

(
e2πiz

∞∑
n=0

e−2πinz

)
dz +

∫
L1

f (z)

(
∞∑

n=0

e2πinz

)
dz

=

∞∑
n=0

∫
L1

f (z)e−2πi(n+1)z dz +
∞∑

n=0

∫
L2

f (z)e2πinz dz

=

∞∑
n=0

∫ ∞

−∞
f (x)e−2πi(n+1)x dx +

∞∑
n=0

∫ ∞

−∞
f (x)e2πinx dx （为什么？）

=
∑
n∈Z

f̂ (n).

□

我们再给出一种看待 Possion求和公式的方式. Possion求和公式是正合序列（Exact
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Sequence）

0 → Z → R → R\Z → 0

就 Fourier变换给出的信息. 考虑对应关系：

R上的函数 ⇝ R\Z上的函数

f : R → C⇝ F(t + Z) =
∑
n∈Z

f (t + n).

在这样的对应关系下,可以把 f 和 F 的 Fourier变换也对应起来.

现在考虑在 R\Z的 Fourier变换. 注意到

R\Z ∼= S1 = {z ∈ Z | |z| = 1} ↔ [0, 1).

故对 G : [0, 1) → C,令

FR\ZG(k) =
∫ 1

0

G(t)e−2πikt dt.

那么,不严格地有

(∗)



ck =: FR\ZF(k) =
∫ 1

0

F(t)e−2πikt dt =
∫ 1

0

(∑
n∈Z

f (t + n)

)
e−2πikt dt

=

∫ 1

0

(∑
n∈Z

f (t + n)

)
e−2πik(t+n) dt =

∑
n∈Z

∫ n+1

n
f (t)e−2πikt dt

=

∫ ∞

−∞
f (t)e−2πikt dt = f̂ (k).

从而

F(x) ∼
∑
n∈Z

cke2πikx.

上式右端是 F 的 Fourier级数, ck 是 Fourier系数. 如果 f 满足“恰当条件”,那么∑
n∈Z

f (n) = F(0) =
∑
n∈Z

cn =
∑
n∈Z

f̂ (n).

这里的恰当条件需要确保两件事情：

(1) (∗)中的计算是成立的.

(2) F 的 Fourier级数点点收敛到 F 自身.

对 (1), 若 f 绝对可积, 那么 F 满足
∫ 1

0
|F| dx < ∞ 且大体而言 (∗) 中的计算成立. 对

(2), F 的 Fourier 级数在均方意义下收敛到 F, 为使其点点收敛, 一个充分条件可以是要

求其一致收敛. 例如,
∑

n∈Z |cn| <∞即可保证.
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若 F 在区间 [0, 1]上连续（F(1) = F(0)）,那么 |cn| ≤ ||F||[0, 1] ⇒ |cn| ≤ C1.若 F 导

函数连续,那么由分部积分得
∫ 1

0
F′(x)e−2πinx dx = 2πincn ⇒ |ncn| ≤ C2.若 F 的二阶导函

数也连续, 那么同理得 |cn| ≤ C3 (1 + n2)
−1 ⇒

∑
n∈Z |cn| < ∞.其中 C1, C2, C3 是常数.

因此,只需使得 F, F′, F′′ 存在且连续即可.

可以证明,若 ∑
n∈Z

||f ||[n, n+1] <∞,

则 F 连续. 对 F′, F′′ 同理.

即：对函数 f : R → C,若对 k = 0, 1, 2有∑
n∈Z

∣∣∣∣f (k)∣∣∣∣
[n, n+1]

<∞,

则 Possion求和公式 (2-24)成立.

推论 2.5.5 设 f : R → C 二阶连续可导, 且

|f |(t) ≤ C1

(
1 + t2

)−1
, |f ′| (t) ≤ C2

(
1 + t2

)−1
, |f ′′| (t) ≤ C3

(
1 + t2

)−1
.

其中, C1, C2, C3 是常数. 则 Possion 求和公式成立.

值得注意的是, Possion 求和公式成立要求的条件还可以弱化很多,例如 [27]第二章

第 2节的版本. 但对于这里的应用而言,这些条件已经足够了.

2.6 黎曼 ζ 函数

这一小节, 我们将对黎曼 ζ 函数作初步介绍, 包括乘积公式、函数方程以及其零点

分布等等. 在介绍黎曼 ζ 函数时, 我们会不可避免地遭遇 ϑ函数, 它与下一小节的关注

点——Θ函数密切相关.

回顾上一小节的命题2.5.2：对 λ > 0, Re (z) > 0,有∫ ∞

0

tz−1e−λt dt = λ−zΓ(z).

那么,若取

g(t) =
1

et − 1
=
∑
n≥1

e−nt,

则当 Re (s) > 1时,（为什么求和与极限可交换次序？）∫ ∞

0

ts 1

et − 1

dt
t
=

∫ ∞

0

∑
n≥1

ts−1e−nt dt = Γ(s)
∑
n≥1

n−s.
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大名鼎鼎的黎曼 ζ 函数就是

ζ(s) =
∑
n≥1

n−s.

黎曼 ζ 函数也可以用素数的无穷乘积表达,即

定理 2.6.1 对 σ = Re (s) > 1, 有

1

ζ(s)
=

∞∏
n=1

(
1− p−s

n

)
. (2-26)

证明: 收敛性是显然的.

注意到

ζ(s)
(
1− 2−s) =∑ n−s −

∑
(2n)−s =

∑
m−s,

等式右端是对所有正奇数求和. 同理,

ζ(s)
(
1− 2−s) (1− 3−s) =∑m−s,

等式右端是对所有不能被 2和 3整除的正整数求和. 一般地,设 pn 是第 n 个素数（从小

到大排列）,则

ζ(s)
(
1− 2−s) (1− 3−s) =∑m−s,

等式右端是对所有不能被 2, 3, . . . , pn 整除的正整数求和.

因此,当 n 趋于无穷时,有

lim
n→∞

ζ(s)
n∏

k=1

(1− ps
n) = 1.

这就证明了定理. □

由此得知 ζ(s)在 Re (s) > 1上无零点.

级数
∑

n≥1 n−s 在 Re (s) > 1 时收敛, 也就是说 ζ(s) 的定义域为 {s ∈ C |Re (s) > 1}.
我们希望能将 ζ(s)的定义与开拓到整个复平面上,为此证明如下定理：

定理 2.6.2 对 σ = Re (s) > 1, 有

ζ(s) = −Γ(1− s)
2πi

∫
C

(−z)s−1

ez − 1
dz. (2-27)

其中, (−z)s−1 = e(z−1)Log (−z), 积分围道 C 如下图所示（圆弧半径 r 小于 2π）.

证明: (2-27) 右端积分收敛是显然的. 由 Cauchy 定理, 积分值与 C 的形状无关, 因

为 C 不包含 z = 2kπi, 其中 k 为非零整数. 特别地, 可以令 r 趋于 0. 此时, 圆弧部分的积
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C

O

图 2.6.1 证明定理2.6.2所用积分围道

分趋于 0. 在实轴上边缘, (−z)s−1 = xs−1e−(s−1)πi；在实轴下边缘, (−z)s−1 = xs−1e(s−1)πi.

于是我们得到：∫
C

(−z)s−1

ez − 1
dz =

∫ ∞

0

xs−1e−(s−1)πi

ex − 1
dx +

∫ ∞

0

xs−1e(s−1)πi

ex − 1
dx = 2i sin[(s − 1)π]ζ(s)Γ(s).

结合 (2-16)式即得结论. □

(2-27) 式的重要性在于等式右端在整个复平面上为亚纯函数, 从而 ζ(s) 可以开拓到

整个复平面上. 结合注2.4.4,可得：

推论 2.6.3 黎曼 ζ 函数可以解析开拓成复平面上的亚纯函数, 且在 s = 1 处为唯一

单极点, 留数为 1.

z 函数在非正整数处的值很容易就可以给出. 回忆第一部分习题12.

1

ez − 1
=

1

z
− 1

2
+
∑
k≥1

(−1)k−1 Bk

(2k)!
z2k−1.

由 (2-27)式,得

ζ(−n) = (−1)n n!
2πi

∫
C

z−n−1

ez − 1
dz.

因此, ζ(−n) 等于 (−1)nn! 乘上 (ez − 1)−1 的展开式中 zn 的系数, 于是对正整数 m, 有

ζ(0) = −1/2, ζ(−2m) = 0 且 ζ(−2m + 1) = (−1)mBm/2m. 其中, z = −2m 成为黎曼 ζ 函

数的显然零点.

最后,我们介绍黎曼 ζ(s)所满足的函数方程.

在本小节的开始, 我们利用命题2.5.2得到黎曼 ζ 函数. 更一般地, 还可以考虑函数

gk(t) =
∑

n≥1 e−nkt, k ∈ N+,我们有∫ ∞

0

tsgk(t)
dt
t
=

∫ ∞

0

ts

(∑
n≥1

e−nkt

)
dt
t
= Γ(s)

∑
n≥1

n−ks = Γ(s)ζ(ks).

黎曼曾根据 k = 1, 2时的式子推导出 ζ(s)的函数方程. 由 k = 1时的情形可得

ζ(s) = 2sπs−1 sin
πs
2
Γ(1− s)ζ(1− s).
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具体证明见 [2]第五章第 4节. 这里我们重点介绍 k = 2时的情形,即∫ ∞

0

ts

(∑
n≥1

e−n2t

)
dt
t
= Γ(s)ζ(ks), Re (s) >

1

2
. (2-28)

先证明上式确实是严格成立的. 这是因为∑
n≥1

e−n2t ≤ e−t +

∫ ∞

1

e−s2t ds ≤ e−t +

∫ ∞

0

e−y2 dy√
t
≤ C√

t
.

其中, C > 0为常数.

（我们还可以给出更好的估计：当 0 < t ≤ 1 时, |ψ(t)| ≤ C1/
√

t；当 t ≥ 1 时,

|ψ(t)| ≤ C2e−πt. 其中, C1, C2 为常数. ）

现在令

ϑ(t) =
∑
n∈Z

e−πn2t, ψ(t) =
∑
n≥1

e−πn2t.

易知

ϑ(t) = 2ψ(t) + 1.

可以证明（见习题6.）

ϑ(t) =
1√

t
ϑ

(
1

t

)
, t > 0. (2-29)

它是证明黎曼 ζ(s)函数所满足的函数方程的关键.

由 (2-29)式,得

ψ

(
1

t

)
=

√
tψ(t) +

1

2

(√
t − 1

)
.

于是 (2-28)式可以改写为：对 Re (z) > 1/2,

π−zζ(2z)Γ(z) =
∫ ∞

0

tz−1ψ(t) dt

=

∫ ∞

1

tz−1ψ(t) dt +
∫ 1

0

tz−1ψ(t) dt

=

∫ ∞

1

tz−1ψ(t) dt +
∫ ∞

1

(
1

t

)z−1

ψ

(
1

t

)
dt
t2

=

∫ ∞

1

(
tz−1 + t−z− 1

2

)
ψ(t) dt +

1

2z(2z − 1)
.

令 w = 2z,则

ζ(w)Γ
(w
2

)
π−w

2 =

∫ ∞

1

(
t

w
2
−1 + t−

w
2
− 1

2

)
ψ(t) dt +

1

w(w − 1)
. (2-30)
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注意到 |ψ(t)| ≤ C2e−πt, ∀ t ≤ 1, 上式右端的积分对任意 w ∈ C 收敛且是整函数. 因

此上式右端是复平面上的亚纯函数,极点为 w = 0和 w = 1,留数均是 1. 另外,上式右端

在映射 w 7→ 1− w 下保持不变,从而对上式左端有：

π−w
2 ζ(w)Γ

(w
2

)
= π− 1−w

2 ζ(1− w)Γ
(
1− w
2

)
. (2-31)

这是黎曼 ζ 函数的另一个函数方程.

为去除 w = 0和 w = 1处的极点,考虑

ξ(w) =
1

2
w(w − 1)π−w

2Γ
(w
2

)
ζ(w). (2-32)

则 ξ(w) 为整函数, 且 ξ(w) = ξ(1 − w). 注意到 Γ(w/2) 和 π−w/2 在 Re (w) > 0 上都没有

零点, ξ(w) 与 ζ(w) 在 Re (w) > 0 上零点相同（w = 0, 1 不是 ξ(w) 的零点）. 因此, ζ(s)

在 Re (s) > 0上的零点满足 0 ≤ Re (s) ≤ 1.

可以证明,函数 ξ 增长的阶为 1,即

|ξ(z)| ≤ Ce|z|(1+ε).

其中 ϵ为任意大于 0的常数,常数 1不能被改进. 由 Hadamard定理,知：

ξ(w) = AeBw
∏
n≥1

(
1− w

ρn

)
e

w
ρn ,

其中
∑

n≥1 |ρn|−1 = ∞,
∑

n≥1 |ρn|−2 <∞, A = −1/2, B = −γ/2− 1 + (1/2) log 4π.

对这部分内容,感兴趣的同学可以查阅例如 S. J. Patterson的 [28]等书籍.

2.7 Θ 函数

这一小节, 我们将把实值函数 ϑ 搬运到复分析来, 讨论一族与实值函数 ϑ 相关的

Θ-函数. 回顾 ϑ的定义：

ϑ(x) =
∑
n∈Z

e−πn2x, x > 0. (2-33)

自然可以把上式推广到右半平面 {z ∈ C |Re (z) > 0} 上. 方便起见, 我们将右半平面旋

转到上半平面 H来,考虑

θ(z) =
∑
n∈Z

eπin2z, z ∈ H.

θ(z)有以下性质：

命题 2.7.1 对 z ∈ H, 有

θ(z + 2) = θ(z), θ

(
−1

z

)
= (−iz)

1
2 θ(z).
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其中, 我们取函数 z1/2 在 C \ (−∞, 0] 上的分支.

证明: 第一条性质是显然的, 且易知第二条性质在 z ∈ i(0, ∞) 上成立（由 (2-29)

式）,根据 θ解析即得该性质对所有 z ∈ H成立. □

注意到映射 z 7→ z + 2, z 7→ −1/z 都是上半平面 H 的自同构, 这体现出 θ 怎样的对

称性呢？

回顾1.5小节,我们有：

Aut (H) ∼= SL (2, R)/{±I2}

在同构下,有对应关系

z 7→ z + 2↭

1 2

0 1

 , z 7→ −1/z↭

0 −1

1 0

 .

考虑由上述两个矩阵生成的 SL (2, Z)的子群 A. 容易验证, A 包含1 2n

0 1

 ,

 1 0

2n 1

 ,

0 −1

1 0

 .

对自然同态 φ : SL (2, Z) → SL (2, Z2),有

|φ(A)| = 2, [SL (2, Z2) : A] = 3.

对 A 中一般的元素, 它会对 θ(z) 中的因子 (−iz)1/2 产生什么样的影响呢？笼统地

说,我们有

θ(z) = ξ(cz + d)−
1
2 θ

(
az + b
cz + d

)
. (2-34)

其中, ξ 是某个 8次单位根. 这里恕不讲述这个复杂的故事.

注 2.7.2 从这两小节的讨论中, 可以看出 Mellin 变换将 θ 函数与 ζ 函数联系了起来.

更一般地, 它把满足类似于 (2-34) 式所给出的函数方程的函数与和 ζ 函数有类似性质的

函数联系起来, 这将指引我们行至更深入的地方.

让我们把目光移回来. θ(z)可以看作双变量函数 Θ(z|τ), (z, τ) ∈ C×H :

Θ(z|τ) =
∑
n∈Z

eπin2τ+2πinz (2-35)

的特例. 实际上, Θ(z|τ)函数是一组函数 Θa,b(z|τ), a, b ∈ {0, 1}中之一，为 Θ0,0.

为什么要把定义域调整为 C×H呢？有两个原因：第一、我们将会看到, Θ(z|τ)与
自变量为 z 的双周期函数（周期为 1 和 τ）有关；第二、函数 Θ(z|τ) 是在 R/Z 上热传

导方程的基本解（见习题7.）.
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先来检验 Θ(z|τ)在 C×H上的收敛性. 这是容易的,因为∣∣∣eπin2τ+2πinz
∣∣∣ = e−πn2Im (τ)−2πnIm (z)

就确保了收敛性.

现在探讨函数 Θ(z|τ)与双周期函数的联系. 计算：

Θ(z + 1|τ) =
∑
n∈Z

eπin2τ+2πin(z+1)

=
∑
n∈Z

eπin2τ+2πinz

= Θ(z|τ).

以及

Θ(z + τ |τ) =
∑
n∈Z

eπin2τ+2πin(z+τ)

=
∑
n∈Z

eπi(n+1)2τ−πiτ+2πinz

=
∑
n∈Z

eπi(n+1)2τ−2πi(n+1)z−πiτ−2πiz

=
∑
n∈Z

eπin2τ−2πinz−(πiτ+2πiz)

= Θ(z|τ)e−πiτ−2πiz

所以 Θ(z|τ) 与自变量为 z,周期为 1 和 τ 双周期函数非常接近. 因子 e−πiτ−2πiz 在对

数二阶导数

d2

dz2
logΘ(z|τ)

下就会消失. 即对每个 τ ,该函数为 z 的双周期函数.

关于函数 Θ(z|τ) 的解析性. 对于区域 Ω ⊂ Cn 上的多复变函数 F(z1, . . . , zn), 若逐

点对每个变量 zk, 1 ≤ k ≤ n 都满足 Cauchy-Riemann方程：

∂

∂zk
F = 0,

其中 ∂/∂z = (1/2)(∂/∂x + i∂/∂y),则称它在区域 Ω上解析. 可以证明：若 F1, F2 都在一

点解析, 那么 F1 · F2 也在该点解析. 若单复变函数 f 和多复变 F 都在定义域内解析, 那

么函数 f ◦ F 也在定义域内解析. 总而言之,可以证明函数 Θ(z|τ)是解析的.

函数 Θ(z|τ)还有其他性质,例如

Θ

(
z +

1

2
|τ + 1

)
=
∑
n∈Z

eπin2τ+2πinτ+πi(n2+n) = Θ(z|τ).
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接下来我们介绍带特征的 Θ函数. 令

Θa,b(z|τ) =
∑
n∈Z

eπi(n+a)2τ+2πi(n+a)(z+b) = eπia2τ+2πia(z+b)Θ(z + aτ + b|τ).

其中有四个函数非常重要,对应 a, b ∈ {0, 1/2}的四种情形. 这里为记号简便,将之

分别记为

Θ0,0(z|τ) = Θ(z|τ);

Θ0,1(z|τ) = Θ

(
z +

1

2
|τ
)

=
∑
n∈Z

(−1)neπin2τ+2πinz;

Θ1,0(z|τ) = Θ

(
z|τ + 1

2

)
=
∑
n∈Z

eπi(n2+n)τ+2πinze
πiτ
4

+πiz;

Θ1,1(z|τ) = Θ

(
z +

1

2
|τ + 1

2

)
=
∑
n∈Z

eπi(n2+n)τ+πiτ
4

+2πinz+πiz+πin+πi
2 .

另外,记 p = eπiz, q = eπiτ ,从而 z ∈ C ⇒ p ∈ C \ {0}, τ ∈ H ⇒ 0 < |q| < 1. 因此

Θ0,0(z|τ) =
∑
n∈Z

qn2p2n;

Θ0,1(z|τ) =
∑
n∈Z

(−1)nqn2p2n;

Θ1,0(z|τ) = q
1
4

∑
n∈Z

qn2+np2n+1;

Θ1,1(z|τ) = i
∑
n∈Z

(−1)nq(n+ 1
2)

2

p2n+1.

它们在组合数学中有所应用,感兴趣的同学请查阅 [1]第十章第 2节.

给出 Θ(a,b)(z|τ)的这些公式,可以由算子 Sb, Ta, a, b ∈ R表示. 其中,(Sbf )(z) = f (z + b),

(Taf )(z) = f (z + aτ)eπia2τ+2πiaz.

如果 f 在 C上解析,那么变换后的函数也解析. 可以验证：

SbTaΘ(z|τ) = Sb

∑
n∈Z

eπin2τ+2πi(z+aτ)n+πia2τ+2πiaz

= Sb

∑
n∈Z

eπi(n+a)2τ+2πiz(n+a)

=
∑
n∈Z

eπi(n+a)2τ+2πi(z+b)(n+a)

= Θa, b(z|τ).
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下面讨论 Θ(z|τ)的零点. 与椭圆函数类似,有

Θ(z0|τ) = 0 ⇔ Θ(z0 + kτ + l|z) = 0, ∀ k, l ∈ Z.

因此我们也只需考虑一个平行四边形

Pw = {z ∈ C | z = w + a + bτ, 0 ≤ a < 1且0 ≤ b < 1}

内 Θ(z|τ)的零点即可.

我们总选取适当的 w,使得 Pw 的边界上不含其零点.

引理 2.7.3 对函数 Θ(z|τ), 有

Θ(z0|τ) = 0 ⇔ z0 ∈
(
Z+

1

2

)
(τ + 1).

证明: 考虑如上 Pw 内函数 Θ(z|τ)的零点个数,记为 l. 根据辐角原理,有

l =
1

2πi

∫
Pw

d
dz

logΘ(z|τ) dz

=
1

2πi

{∫
[a, a+1]

−
∫
[a+τ, a+1+τ ]

}
+

{∫
[a+1, a+1+τ ]

−
∫
[a, a+τ ]

}(
d
dz

logΘ(z|τ) dz
)

=
1

2πi

(∫ a+1

a

d
dz

(logΘ(z|τ)− logΘ(z + τ |τ)) dz + 0

)
=

1

2πi

∫ a+1

a

d
dz

(
eπiτ+2πiz) dz

=
1

2πi

∫ a+1

a
2πi dz

= 1.

即在 Pw 存在 Θ(z|τ)的唯一简单零点.

因为 Θ(z|τ) = Θ(−z|τ),所以

Θ(z0|τ) = 0 ⇔ Θ(−z0|τ) = 0.

从而

−z0 = z0 + kτ + l, k, l ∈ Z.

即：

z0 =
k
2
τ +

l
2
.

在模 Z+ τZ意义下,有四种可能: 0, τ/2, 1/2, τ/2 + 1/2. 其中恰有一个为零点.

下证 Θ(τ/2 + 1/2|τ) = 0.
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注意 Θ(aτ + b|τ) = 0 ⇔ Θa,b(0|τ) = 0, 因此只需证明 a = b = 1
2
时,Θa,b(0|τ) = 0,

即在这里的记号下 Θ1,1(0|τ) = 0.

若能证明 Θ1,1(z|τ) = −Θ1,1(−z|τ),则结论得证. 而计算,得：

Θ1,1(−z|τ) =
∑
n∈Z

eπi(n+ 1
2)

2
τ+2πi(n+ 1

2)(−z+ 1
2)

=
∑
m∈Z

eπi(−m− 1
2)

2
τ+2πi(−m− 1

2)(−z− 1
2)−2πi(m+ 1

2)

= −
∑
m∈Z

eπi(m+ 1
2)

2
τ+2πi(m+ 1

2)(z+ 1
2)−2πi(m+ 1

2)

= −Θ1,1(z|τ).

□

推论 2.7.4 对 Θ1,1(z|τ) 而言, 它有且只有简单零点, 且位于

−2a + 1

2
τ +

−2b + 1

2
+ Z+ τZ.

最后,我们不加证明地介绍两个结果.

定理 2.7.5 亚纯函数

d2

dz2
logΘ1,1(z|τ)

是双周期函数, 其极点仅在 Z+ τZ 处, 阶数均为 2. 且有等式

− d2

dz2
logΘ1,1(z|τ) + C =

1

z2
+

∑
(m, n)∈Z2\(0, 0)

(
1

[z − (m + nτ)]2
− 1

(m + nτ)2

)
, (2-36)

其中 C 为常数.

上式的证明可见 David Mumford的 [29],而式中右端函数就是下一小节我们要介绍

的Weierstrass℘-函数.

定理 2.7.6 (乘积公式) 对函数 Θ(z|τ), 有

Θ(z|τ) =
∏
n≥1

(
1− q2n)∏

m≥1

(
1 + q2m−1p2

) (
1 + q2m−1p−2

)
. (2-37)

它的证明可见 [1] 第十章第 1 节, 大致思路是先证明左右端函数满足同样的函数方

程、具有相同的零点,后证明函数之比为 1.

2.8 椭圆函数（二）：Weierstrass℘-函数

在这本笔记的最后,我们将再探椭圆函数. 与初探椭圆函数时从几何角度出发不同,

在这里我们将以级数的视角,讨论一个特殊的椭圆函数——Weierstrass℘-函数.
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在第1.8小节中, 我们已经证明了非常值椭圆函数的阶至少是 2, 那么能否构造出阶

恰为 2的椭圆函数的例子呢？

一个直接的想法可能是 ∑
ω∈L

1

(z − ω)2
,

其中 L = Zω1 + Zω2, ω1, ω2 ∈ C \ {0} 且比值不为实数. 我们把这样的 L 称为复平面上

的格（Lattice）.

但它不是绝对收敛的,因此我们需要利用 Einstein求和法,想办法添加一些抵消项.

为此先证明两个引理.

引理 2.8.1 级数 ∑
(m, n)∈Z×Z
(m, n)̸=(0, 0)

1

(m2 + n2)α
, α ∈ R

收敛当且仅当 α > 1.

证明: 类比 Cauchy积分判别法,原级数和积分

I =
∫

x2+y2≥1

dx dy
(x2 + y2)α

同敛散. 对积分 I,利用极坐标变换,得

I =
∫ 2π

0

∫ ∞

1

r dr dφ
r2α

= 2π

∫ ∞

1

dr
r2α−1

.

上式右端收敛当且仅当 2α− 1 > 1即 α > 1. □

由此得到：

引理 2.8.2 设 L ⊂ C 为格. 级数∑
ω∈L\{0}

|ω|−s, s > 2,

收敛.

证明: 记

L = Zω1 + Zω2.

其中, ω1, ω2 ∈ C \ {0}且比值不为实数.

由引理2.8.1,只需证明

|nω1 + nω2|2 ≤ δ
(
m2 + n2

)
,
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对某个 δ > 0（取决于 ω1 和 ω2）成立. 而这由紧集上连续函数的性质就可以得到. 令

f (x, y) =
|xω1 + yω2|2

x2 + y2
, (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)},

由 f 齐次, 只需证明 f 在 S1 := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} 上有正的最小值即可, 注意到

S1 为紧集即可. □

有了这两个引理,就不难找到添加抵消项的办法了.

命题 2.8.3 设 M = L \ {0}, 则级数∑
ω∈M

[
1

(z − ω)2
− 1

ω2

]
在 C \ M 上一致收敛, 从而解析.

证明: 注意到 ∣∣∣∣ 1

(z − ω)2
− 1

ω2

∣∣∣∣ = |z||z − 2ω|
|ω|2|z − ω|2

,

结合引理2.8.2即可. 个中的手法与证明 Mittag-Leffler 定理所用别无二致, 我们已经见过

多次. □

现在我们可以严格定义Weierstrass℘-函数了.

定义 2.8.4 (Weierstras℘函数) 函数

℘(z; L) =
1

z2
+

∑
ω∈L\{0}

[
1

(z − ω)2
− 1

ω2

]
, z ∈ C \ L (2-38)

被称为格 L 上的 Weierstrass℘-函数.

综上所述,我们有：

命题 2.8.5 格 L 上的 Weierstrass℘ 函数为复平面上的亚纯函数函数, 其极点在格 L

上, 阶数为 2. Weierstrass℘-函数是偶函数, 从而在原点处其洛朗展开式为

℘(z) =
1

z2
+ a2z2 + a4z4 + · · · .

Weierstrass℘-函数的导函数为

℘′(z) = −2
∑
ω∈L

1

(z − ω)3
,

它在 L 上的点处为 3 阶极点, 在 C \ L 上解析, 且为奇函数.

下面我们证明Weierstrass℘-函数确实为椭圆函数.
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命题 2.8.6 格 L 上的 Weierstrass℘函数是 2 阶椭圆函数, 其导函数为 3 阶椭圆函数.

证明: 首先考虑 ℘′. 容易验证,它确实是双周期的. 但对 ℘函数我们不能这么做. 由

此,我们考虑

℘(z + ωi)− ℘(z), i = 1, 2.

由 ℘− 函数的导函数的周期性, 知上式为常数. 再令 z = −ωi/2, 由 ℘-函数是偶函数即得

常数为 0. 从而 ℘−函数也是椭圆函数. □

关于函数 ℘′ 的零点,我们有

命题 2.8.7 点 a ∈ C 是 ℘′ 的零点当且仅当

a /∈ L 且 2a ∈ L.

在一个周期平行四边形中, ℘′ 恰有 3 个简单零点.

证明: 设 a 是一个满足条件的点. 那么,

℘′(a) = ℘′(a − 2a) = ℘′(−a) = −℘′(a) ⇒ ℘′(a) = 0.

于是在模 L 意义下, ℘′ 有三个零点,分别是

ω1

2
,
ω2

2
和

ω1 + ω2

2
.

□

注 2.8.8 我们记

e1 := ℘
(ω1

2

)
, e2 := ℘

(ω2

2

)
, e3 := ℘

(ω1 + ω2

2

)
.

那么, e1, e2, e3 两两不等（为什么？）且与基 ω1, ω2 的选取无关.

最后,令 τ = ω1/ω2,并考虑函数

λ(τ) =
e3 − e2
e1 − e2

,

它将把我们再次引入到模函数上. 可以证明：

λ

(
aτ + b
cτ + d

)
= λ(τ), ∀

a b

c d

 ≡

1 0

0 1

 mod 2,

且 λ满足函数方程

λ(τ + 1) =
λ(τ)

λ(τ)− 1
, λ

(
−1

τ

)
= 1− λ(τ).

作为共形映射, λ(τ)也有很好的性质.
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定理 2.8.9 模函数 λ(τ) 把区域 Q（见图1.9.2, 记得吗？我们在1.9小节介绍过这两个

区域间的共形映射！）共形地映到上半平面, 且可以连续延拓到边界, 使得 τ = 0, 1, ∞
分别对应 λ = 1, ∞, 0.

有关这部分内容和上述定理的证明,感兴趣的同学可以查阅 [2]第七章第 3节.

2.9 习题

1. 证明：

sin π(z + α) = sin πα eπz cotπα
∏
n∈Z

(
1 +

z
n + α

)
e−

z
n+α .

其中, α ∈ C不是整数. 计算 α →时的极限.

2. 用两种办法证明：logΓ(t)是 (0, ∞)上的凸函数.

3. 利用 Γ(z)的对数导数,证明 Legendre倍元公式[1]：

√
πΓ(2z) = 22z−1Γ(z)Γ

(
z +

1

2

)
.

4. 设 Re (z) > 0且 Re (w) > 0. 令

B(z, w) =
∫ 1

0

(1− t)z−1tw−1 dt.

证明：

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)
Γ(z + w)

.

[提示：考虑

Γ(z)Γ(w) =
∫ +∞

0

∫ +∞

0

tz−1sw−1e−t−s dtds,

并作变量替换 s = ur, t = u(1− r).]

5. 证明：当 Re (z) > 1时,

− d
dz

log ζ(z) =
∑
n≥2

Λ(n)
nz .

其中,

Λ(n) =

 log p, if n = pk, p ∈ P;

0, otherwise

是著名的 Von Mangoldt函数.

[1].这里将 Ahlfors书 [2]中第 200页“Legendre‘s duplication formula”暂译为”Legendre倍元公式”.
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6. 利用 Possion求和公式证明 (2-29)式.

7. 设 x ∈ R且 t ∈ (0, ∞),令 u(x, t) = Θ(x, it).

(1) 证明：u(x, t)是 R× (0, ∞)上的实值函数,对变量 x 以 1为周期,且满足微分方程：

∂u
∂t

= (4π)−1∂
2u
∂x2

.

(2) 设 P(x) =
∑

m cme2πimx（有限和）是三角多项式. 证明：

lim
t→0

∫ 1

0

P(x)u(x, t) dx = P(0).
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写在最后的话

自四月底至七月下旬, 经过接近三个月伏案, 这份笔记已经接近尾声了. 一件事情

结束, 总要有所总结. 因此, 倘若“写在前面的话”是给予读者的赠言, 那么“写在后面的

话”则更偏向于留给自己的感悟和思考.

九十页的笔记虽不长, 但对于一个普通的大三学生来说, 无疑是浩大的工程. 尽管

有教授的部分讲稿支持,有老师和学长、同学们帮助,可从构思整理、内容取舍,到证明

方法、技术细节, 点点滴滴仍染是不小的考验. 因此, 每想起张筑生先生呕心沥血五年

编著成的《数学分析新讲》三卷;想起丘维声爷爷三尺讲台四十年沉淀出的的《高等代

数》,就由衷地对这些教授们心生敬佩了.

一路走来, 笔记渐渐由薄到厚, 自己心态也改变了许多. 初为作者时的满心的激动

和欣喜早已烟消云散, 有过碰到诸多问题时的气馁, 也有过对自己能力的质疑和沮丧,

有过紧咬牙关时坚持下来的希望,还有如今敲下这些文字的平和.

毫无疑问, 撰写一份笔记, 笔者的肩上责任重大. 尤其是对于深知自己学问尚浅, 功

底薄弱的学生而言, 更有几分班门弄斧, 不自量力的味道. 理应“少年读书, 老年读书”, 那

么为何笔者依然坚持呢？大抵是看到了自己的不足, 希望更多的同学有机会开阔数学

视野,走得更远吧.

回顾这份笔记, 笔者想谈谈两方面的感受：对数学理论美的赞叹, 对笔记中诸多不

足的反思.

总而言之,赞叹有三.

第一, 数学各分支是紧凑而互相交织的. 数学家 Marie-Sophie Germain 有句名言：

代数是书写的几何, 几何是图形的代数. 大数学家 Michael Atiyah 更是有著作《数学的

统一性》. 对我而言, MATH 205 这门课, 以及这份小小的笔记, 使我初步意识到复分析

与几何、代数也称得上是水乳交融,彼此相通.

第二, 数学常常于平凡之中蕴藏伟大. 数学从不只是高屋建瓴, 它们常是从许多不

起眼的现象, 或是看似简单的问题出发的, 因此具体的例子非常重要. 比如, 多边形的

共形映射就可以为我们打开模形式的大门；Mittag-Leffler 定理与 Weierstrass 定理的

高维推广需要利用同调与层论才能解决；从 Possion 求和公式可以引出黎曼 ζ 函数与

JacobiΘ函数的联系等等,它们一步步引领我们到更深刻的数学中去.

第三, 数学是人类思维的磨刀石. 它包含了许多天马行空的想象, 以及出人意料的

证明, 如双曲几何的两个模型所具有的一系列奇特美妙的性质, 两种不同定义的 Γ 函数

竟然可以殊途同归, Θ函数是 R/Z上热传导方程的解⋯⋯
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这些都是数学的独特魅力,它们无不给人以醍醐灌顶之感,使人心醉神往.

于此同时,反思也有三.

第一,由于笔者水平非常有限,不少话题份量不足,有浅尝辄止之嫌. 第1.4和2.3小节

涉及同调的知识笔者不曾接触,所以无从谈起；第1.8、1.10和2.5小节中的讨论并不深入,

只谈及了一些皮毛；第1.11小节仅仅介绍了最基本的知识, 甚至没有提及双曲平面上三

角形的面积由角度唯一确定的性质,更没有给出理论结果的严格证明.

第二, 笔记中各小节的顺序未必恰当. 大体上, 笔记是按照 Dan-Virgil Voiculescu 教

授的讲座写成的, 但增添、补充了不少内容和细节, 因此知识的衔接难免不够顺畅. 例

如, 笔者把椭圆函数拆为两部分, 第二部分需要用到第2.1的思想方法, 但并没有把它们

整合在一起.

第三, 笔者有些偷懒之处. 这份笔记借鉴了 [1], [2] 书中的不少证明, 而笔者自身的

探索和思考不足. 如第2.5小节,证明 Possion 求和公式完全可以利用实分析来完成,只需

假定 f 是有界变差函数即可（见 [27]）, 相比之下, 这里的讨论虽给出了两种方法, 但都

有些繁琐. 在第2.6小节中,竟忘记了 Lebesgue控制收敛定理,望读者引以为戒.

因此, 这份笔记仍然需要修改和完善, 笔者也一定会在今后的学习积累过程中不断

修补、整理它,努力把它写得更精彩. 也希望读者提出宝贵的意见和建议,非常感谢！

最后,请允许我用一句话勉励读者和自己：

“Error is ever with us. Yet some angelic need gently coaxes us striving mind upwards,

towards truth.”

再次祝愿读者能够有所收获.

笔者 梁浩然

二零二零年七月十六日
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第 3章

问题提示

3.1 几何部分

1. 见 [2]第四章第 2节.

2. 提示：利用推论1.1.4.

3. 提示：考虑 g(z) = z0−z
1−z̄0z 令 h(z) = f (z) ◦ g(z). 应用 Schwarz引理.

4. 直接验证定义即可.

5. 提示：先把三个点分别映到 0, 1和∞，再把 0, 1和∞映到 k, 1和 −1，注意分

式线性变换保交比.

6. 提示：利用黎曼映照定理和 Schwarz引理. 考虑 Ω1 = Ω2 = D的情形.

7. 提示：利用黎曼映照定理、Carathéodory定理.

8. 提示：若 f 是单位圆盘 D 到某正 n 边形的共形映射，则 f 和旋转 e2πi/n 可交换

（利用黎曼映照定理证明之）. 从而 Schwarz-Christorffel公式中的 ζk 只能是 n 重单位根.

9. 提示：需要用到习题5.和8.的结论.

10. 直接计算即可.

11. 思考：如何运算更为简便？

12. 提示：f (z) + 1/2是奇函数. 利用递推证明 Bn ∈ Q.

3.2 级数部分

1. 提示：仿照例2.2.13. α → 0时与 sin πz 的展开式一致.

2. 提示：法一，利用数学分析里的办法——Hölder 不等式. 法二，验证原式可逐

项求导，利用二阶导恒正证明凸性.

3. 见 [2]第五章第 2节.

4. 略.

5. 只需证明

∑
n≥2

log n
nz = ζ(z)

∑
n≥2

Λ(n)
nz .
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注意到等式 ∑
d|n

Λ(d) = log n

即可. 对数论中常见函数、Dirichlet 级数的介绍，感兴趣的同学可以分别查阅 Tom M.

Apostol[30]书中的第二章和第十一章.

6. 注意（不熟悉这一结果的同学请查阅 [22]第十六章第 6节）∫
R

e−πt2 dt = 1.

7. 这是个十分有趣的问题. 它本身并不困难，注意一致收敛性即可.
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